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Moltiplicatori sul gruppo di Heisenberg.

ALESSANDRO VENERUSO

Nella tesi abbiamo studiato la limitatezza sugli spazi di Lebesgue e sugli spazi
di Hardy degli operatori associati a due classi di moltiplicatori spettrali sul grup-
po di Heisenberg.

Per operatori della forma m(L£), dove £ ¢ il sublaplaciano su un gruppo strati-
ficato G di dimensione omogenea @ e m € una funzione boreliana limitata su R, , il
problema di determinare condizioni sufficienti su m affinché 'operatore m(L£) sia
limitato sugli spazi di Lebesgue LP(G), 1 <p < + «, o pill in generale sugli spazi
di Hardy H?(G), 0 <p < + oo, ha una lunga storia. I1 miglior risultato noto valido
in qualsiasi gruppo stratificato G & dovuto a G. Mauceri e S. Meda [3]: se ¢ € una

funzione in C.” (R) con supporto nell’intervallo (- 2) tale che E @(2/4) =1 per
ogni A >0, allora si ha il seguente

TEOREMA 1. — Stano 0 <p, <1 e

1 1
1) >Q(___).
¢ Po 2

Sia m una funzione boreliana limitata su R tale che

SuP”ﬁl?( ) (27 L2y < + .

jeZ

Allora Uoperatore m(L) e limitato su HP(G) per py<p < + .

Il punto cruciale della dimostrazione del Teorema 1 ¢ la disuguaglianza

@ S Jwp
G

valida per a > 6 = 0, assumendo che m abbia supporto in (%, 2) e M sia il nucleo

dell’operatore m(L), ossia 'unica distribuzione temperata tale che m(L) f=f« M
per ogni fe S(G). Si intende che LZ(R) & lo spazio di Sobolev di ordine a su R e
S(@) e lo spazio delle funzioni di Schwartz su G. Il Teorema 1 si ottiene da (2) me-
diante tecniche classiche (v. [2]). Pili recentemente, D. Miiller e E. M. Stein [5]
hanno dimostrato che, se G ¢ il gruppo di Heisenberg H,,, allora la disuguaglianza

(2) vale per a >0 — % se 0 = 2. Quindi in questo contesto & possibile enunciare il
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Teorema 1 sostituendo la condizione (1) con la condizione pitt debole

1 1 1
a>Q(———)——.
Do 2 2

In seguito, Miiller, F. Ricci e Stein [4] hanno dimostrato la limitatezza su L?(H,),
1<p< + oo, di certe classi di operatori m(L, —iT') dove T & il generatore del
centro dell’algebra di Lie di H, e m & una funzione su R? che soddisfa condizioni
invarianti rispetto a una famiglia di dilatazioni a pili parametri, in analogia con il
classico teorema di Marcinkiewicz sullo spazio euclideo.

Nella prima parte della tesi abbiamo esteso i risultati di Miiller, Ricci e Stein a
operatori pit generali del tipo m(£,, ..., £,, —iT), dove £, ..., £, sono i subla-
placiani parziali su H,,. Per enunciare il risultato occorre premettere alcune nota-
zioni. Fissiamo una funzione n € C.* ((i , 4)) talechey=0en=1in [% , 2]. Per

Ogni n= (/'tl: [RR] ﬂaz+1)ERn+1 poniamo

P(u) =]_1:[177(//tj)‘17( i1 )

Sia inoltre m una funzione boreliana limitata su R"*!. Per ogni r=
+1 ;
(r1y ooy Tyr1) € (R poniamo

m(r)(‘u) = m('rllula ceey 7'1z+11un+1)-
Inoltre, per a =0 e =0 poniamo

Illes ) o= sup [ plz

TE(R+))1+

dove la norma di Sobolev mista ||||L2 , € definita da

" n+1 B 2
- | g(&)-l_[m|£.f|>“'(1+§|‘3"') .

R +1 Jj=1

lg

TEOREMA 2. — Sia m una funzione boreliana limitata su R"*! tale che

[[m <+

2
La,/i, sloe

1
per qualche o >1 e > —. Allora loperatore m(L,, ..., £L,, —iT) ¢ limitato su
LP(H,) per 1 <p < + oo!
Sempre nella prima parte della tesi abbiamo anche dimostrato il seguente

TEOREMA 3. — Se m é una funzione di Schwartz su R* "1, allora il nucleo del-
loperatore m(Ly, ..., L,, —iT) ¢ una funzione di Schwartz su H,.

Tale risultato, ottenuto anche per i nuclei degli operatori m(L, —iT) e
m(Ly, ..., L,) se m & una funzione di Schwartz rispettivamente su R? e su R",
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estende 'analogo risultato di C. Benson, J. Jenkins e G. Ratcliff [1] dove si suppo-
ne che la funzione m sia di classe C” a supporto compatto.

Un problema naturale sarebbe quello di estendere la teoria dei moltiplicatori
di Marcinkiewicz a degli spazi di Hardy multiparametro su H,. Tuttavia, per il
momento, una teoria degli spazi di Hardy multiparametro sul gruppo di Heisen-
berg sembra difficile da sviluppare. Pertanto nella seconda parte della tesi abbia-
mo generalizzato il Teorema 1, dimostrando la limitatezza sugli spazi di Hardy
classici H?(H,,) degli operatori nu(2, ..., £,, —tT) quando m verifica condizioni
di tipo Hormander, cioe condizioni invarianti rispetto a dilatazioni a un parame-
tro. Anche in questo caso, per enunciare il risultato occorre premettere alcune
notazioni. Innanzitutto, per ogni je {1, ..., » + 1} poniamo

. Jl se 1<j<n
w(j) = ,
(2 sej=n+1.

Definiamo lo spazio JE(ZIIW,,%HW (a1y ..y @py1, f=0) delle funzioni fe
LZ%(R""!) la cui norma al quadrato

n+1 n+1 2B
Ut @ o g (i o) o
Rn+1 - -
é finita. Poniamo inoltre
Hm”‘fil,...,an+l\ﬁ, sloc = fglg”§0() M(ZJ)HJ??U csan 418

dove ¢ & una funzione in C,” (R"*!) con supporto in {eE eR"*1: % <|&| < 2} tale
che X @(27&) =1 per ogni EeR"*1\{0}.
jeZ

TEOREMA 4. — Stano 0 <py<l e ay, ..., a,.+1, B =0 tali che
1 1 1
IR TEE A
P o A q Py 2
per ogni Sc{l,...,n+1}, S=0. Sia m una funzione boreliana limitata su

R"*! tale che

||m||L < + o,

ay, ..., ap+1|B, sloc

Allora loperatore m(£Ly, ..., L,, —1T) ¢ limitato su HP(H,) per py<p< + .

Il Teorema 4 viene dimostrato mediante stime di norme in LZ(H,) con
peso di nuclei di operatori corrispondenti a moltiplicatori a supporto compatto,
in maniera analoga alla dimostrazione del Teorema 1 mediante la stima (2).
Le tecniche usate per stabilire tali stime combinano e generalizzano quelle
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introdotte da De Michele e Mauceri [2], Mauceri e Meda [3] e Miiller e
Stein [5] per operatori del tipo mu(L).

Infine, abbiamo ottenuto risultati analoghi al Teorema 4 per operatori del tipo
m(L, —1T) e m(Ly, ..., £,), dove la funzione m soddisfa analoghe condizioni di
Hoérmander rispettivamente su R? e su R"
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