BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sezione A — La Matematica nella Societa e nella Cultura

ALVISE SOMMARIVA

Analisi costruttiva e numerica per una classe di
equazioni di Hammerstein della teoria del
trasporto

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 3-A—La
Matematica nella Societa e nella Cultura (2000), n.1S, p. 221-224.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2000_8_3A_1S_221_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non & consentito 'utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2000_8_3A_1S_221_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2000.



Bollettino U. M. 1.
La Matematica nella Societa e nella Cultura
Serie VIII, Vol. III-A, Supplemento ad Aprile 2000, 221-224

Analisi costruttiva e numerica per una classe di equazioni
di Hammerstein della teoria del trasporto.

ALVISE SOMMARIVA

11 proposito di questo lavoro e di studiare e risolvere numericamente una clas-
se di equazioni di Hammerstein di interesse in teoria del trasporto, tanto nel caso
infinito-dimensionale quanto in quello finito-dimensionale, utilizzando un approc-
cio costruttivo basato sulla teoria degli operatori decrescenti in spazi ordinati di
funzioni [4]. Pili precisamente, si ottengono sia informaziont qualitative, quali
esistenza ed unicita di una soluzione positiva, come pure un trattamento numeri-
co efficiente grazie al metodo di Picard e alcune sue varianti.

Consideriamo la seguente classe di equazioni di Hammerstein (perturbate)

1) u=KNu)+ Gu), ueX,,

dove X & un opportuno spazio di funzioni, parzialmente ordinato dal cono (norma-
le o regolare) X, delle funzioni non negative di X. In (1), K & un operatore lineare
positivo e N e l'operatore di Nemytskii N(u)(x) = f(x, u(x)), f(x, u) = 1/o(x, u)
con o funzione positiva staccata da zero, tale che o(x, -) € nondecrescente, conti-
nua e sublineare (cioe o(x, tu) = to(x, u) per ogni te (0, 1), veR,); inoltre
G: X, — X, éloperatore di Nemytskii definito dalla funzione sublineare e conti-
nua ¢ : R, —R,. In queste ipotesi 'operatore di Hammerstein KN : X, — X,
risulta essere decrescente.
Un esempio infinito-dimensionale di (1) ¢ dato dall’equazione integrale

@ w) = fk(ac, t) f(t, wt) dt + g(u(x)), xeD, kx,)eLl(D),
D

dove D & un sottoinsieme misurabile (anche non limitato) di R%. Equazioni di que-
sto tipo sono di interesse in fisica matematica e in astrofisica: infatti, tramite una
semplice trasformazione alcuni modelli integrali della teoria del trasporto posso-
no essere riformulati come (2) con f(x, u) = (1 +u) ' e g =0. Quali casi notevoli
citiamo 'equazione di Chandrasekhar (dove D = [0, 1]), che gioca un ruolo chiave
nella modellizzazione del trasporto di neutroni come pure del trasferimento ra-
diativo in atmosfere semi-infinite [1], nonché alcune istanze (stazionarie) pura-
mente integrali dell’equazione di Boltzmann, dove D =R3 o D= (0, + ), che
compaiono, ad esempio, nello studio degli effetti chimici o biologici delle radiazio-
ni [2].

La formulazione generale (1) include tanto equazioni infinito-dimensionali
quanto le corrispondenti versioni finito-dimensionali: in quest’ultimo caso ab-
biamo semplicemente X = R™, X, =R%, e K= {k;} e R} ™™, cioe (1) viene inter-
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pretata come il sistema (non lineare) m-dimensionale
m

(3) Ui = Elkl]f](u])_l—g(u])’ 'L=1, S, M
i=

Ad esempio, se si discretizza (2) con una formula di quadratura ad m nodi {x;} e
pesi positivi {w;}, allora k; =w;k(x;, x;)/w(x;), f;(u;) = N;(u) =f(x;, ;), dove
w(x) e la corrispondente funzione peso [1].

Equazioni integrali non lineari del tipo (1)-(2) sono state studiate in due recenti
lavori [3, 4], sotto ipotesi differenti: mentre in [3] D & limitato, X = C(D), KN & com-
patto e g € un’opportuna contrazione decrescente, in [4] D € non limitato, X = BC(D)
(lo spazio delle funzioni continue e limitate in D, dotato della norma |-|..), KN non &
necessariamente compatto e ¢ & identicamente nulla. In entrambi i lavori, sfruttando
la struttura decrescente, si dimostra che le iterazioni di Picard

4) Uy, +1 = KN(u,) + G(u,), n=0,1,2, ...,

convergono uniformemente all'unico punto fisso u * in X, , comunque scelta I'ap-
prossimazione iniziale u,e X, ; inoltre per u, = 0 la successione (4) esibisce le se-
guenti monotonie: s, <Usy, o XUT KUy 43Uy 11, B =0,1,2, ...

Nella tesi si estendono tali risultati seguendo due differenti approcei, nei quali
non & richiesta la compattezza di KN e nemmeno che ¢ sia contrattiva o identica-
mente nulla. Nel primo approccio [5], consideriamo quale X lo spazio delle funzio-
ni misurabili su D e usiamo la proprieta di regolarizzazione dell’operatore inte-
grale per provare esistenza e unicita di una soluzione positiva e continua, utiliz-
zando la convergenza puntuale delle iterazioni di Picard (4). Le sopracitate mono-
tonie delle iterazioni pari e dispari assicurano pure la convergenza uniforme sui
compatti di D, in virtii di un teorema del Dini. Diversamente, nel secondo approc-
cio [7], dove X = BC(D), & fondamentale 'uso delle iterazioni di Picard di tipo
semi-implicito

5B) Uy 1=KN,)+Gu,.1), n=0,1,2, ...,

insieme all’analisi costruttiva sviluppata in [4]. Si assume solamente che g sia con-
tinua e sublineare, con u—u — g(u) strettamente crescente e non limitata, inde-
bolendo in modo sostanziale le ipotesi di [3]; inoltre si prova la convergenza uni-
forme su tutto D.

Una tecnica costruttiva viene usata anche per equazioni integrali «quadrati-
che» del tipo

©) o) p(@) + (@) [ e, ) 1) dt = b(x), weDCRY,
D

dove a, b: D—>R" e X: D®*—R" sono misurabili, assumendo ab >0 q.o., b, b/a,
R(x, ) blae L1(D) e che il nucleo RK(x, t) sia simmetrico. Tali equazioni generalizza-
no certi casi stazionari puramente integrali della ben nota equazione di Boltzmann [2];
in questa applicazione D & non limitato, in effetti D = R® 0 D = (0, + o). Applicando
la trasformazione razionale ¢ = b/(a(1 + u)), 'equazione (6) puo essere riscritta sot-
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to forma di equazione di Hammerstein (2), con il nucleo trasformato

R(x, t) b(t)
v ke, t) = ———.
(") (x, t) @) ab)

Ancora una volta la convergenza delle iterazioni di Picard (ma ora in X = 9U(D),
lo spazio delle funzioni misurabili su D modulo la coincidenza quasi ovunque), for-
nisce esistenza e unicita di una soluzione positiva e misurabile « *, che corrispon-
de tramite la trasformazione sopra citata all'unica soluzione ¢*e Ll (D) (que-
st’ultimo e lo spazio funzionale naturale dal punto di vista fisico). Inoltre, le itera-
zioni trasformate ¢, = b/(a(1 + u,)) convergono a ¢ * in ||-||1, uniformemente sui
compatti di D sotto opportune ipotesi di regolarizzazione [6]. 11 nostro approccio,
che sfrutta in modo cruciale la simmetria del nucleo, evita le usuali ipotesi di li-

mitatezza (essenziale) di fk(-, t) dt, migliorando i risultati presenti in letteratu-
ra, cf. [2], [4]. D

Infine, si considera I'analisi di convergenza di alcuni metodi iterativi staziona-
ri con rilassamento per equazioni di Hammerstein (sia finito che infinito-dimen-
sionali) di tipo (1), nel caso non perturbato u = KN(u). Si prova il seguente risul-
tato generale [8]: sia X uno spazio di Banach parzialmente ordinato da un cono
normale P, ed A, E, F : P— P operator: decrescenti con A =F + F completa-
mente continuo e privo di punti fissi accoppiati confrontabili [4], e si assuma che
u = E(u) + b abbia un’unica soluzione in P per ogni be P. Allora la successione
{u,}, definita da

(8) u71+1/2:E(un+1/2) +F(un)
u12+1:(1_w)u12+wu7z+1/2) 7’L=O,1,2,...,
converge, per we (0, 1], all'unico punto fisso di A in P, qualunque sia u,e P.
Come applicazione, si ottiene che il metodo SOR non lineare, e le versioni 7i-
lassate dei metodi di Picard, Updated Picard, Jacobi sono globalmente conver-
genti in R all’'unica soluzione positiva del sistema

N k'L
9) u,jzz . i=1,...,m,

che si ottiene dalla discretizzazione dei sopracitati modelli di Chandrasekhar e di
Boltzmann (cf. (3)); si osservi che la convergenza non e deducibile dai risultati
classici sul rilassamento nonlineare.

I quattro solutori rilassati (implementati in ambiente MATLAB) sono stati te-
stati sulla discretizzazione trapezoidale della versione «decrescente» dell’equa-
zione di Chandrasekhar (riscritta nella formulazione di tipo Hammerstein), nel
caso di «scattering» isotropo,

1

A 1
(10) W) = [ dt, wel,1],
1-222 v+t 1+h)
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cf. (2). La quantita 21 € (0, 1) € una costante fisica chiamata albedo, che misura la
frazione di radiazione perduta a causa dello scattering (il vincolo 24 <1 corri-
sponde ad un modello non conservativo). Il confronto con solutori efficienti di tipo
Newton mostra come, in corrispondenza al parametro ottimale di rilassamento, i
metodi considerati funzionano in modo molto soddisfacente; in particolare, Upda-
ted Picard si rivela una valida alternativa al ben noto metodo di Broyden [1]. Si
osservi che, grazie alla proprietd di mesh-independence, il parametro ottimale
puo essere stimato a basso costo gia su una discretizzazione «rozza» del problema
integrale e convenientemente utilizzato su discretizzazioni pia fini. Un’interpre-
tazione qualitativa della «mesh-independence» e legata all’esistenza, per i metodi
studiati, di una controparte infinito-dimensionale le cui proprietd di convergenza
(assicurata dalla generalita del risultato principale) vengono «ereditate» sulle di-
scretizzazioni. Va ricordato che il metodo Updated Picard (non rilassato) era gia
stato utilizzato nella letteratura fisica [2]: 'analisi di convergenza sviluppata nella
tesi fornisce ora una base teorica ai solutori di tipo Picard nelle applicazioni alla
teoria del trasporto, inserendoli nel contesto piti generale dei metodi iterativi ri-
lassati per problemi di punto fisso con operatori «decrescenti».
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