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Problemi ellittici nonlineari nella teoria
di gauge di Chern-Simons.

ToNIA RICCIARDI

La teoria di gauge di Chern-Simons é di interesse nella descrizione della super-
conduttivita ad alte temperature e dell'effetto di Hall quantistico. Per i modelli che
presentano una struttura autoduale, un metodo dovuto a Taubes permette di ricon-
durre la ricerca di configurazioni statiche allo studio di problemi ellittici con nonli-
nearita di tipo esponenziale, aventi in generale una struttura variazionale.

Una prima parte della tesi riguarda lo studio delle configurazioni statiche
periodiche per il modello autoduale introdotto da Lee-Lee-Min. Esso & definito
su (R'*2, diag(—1, 1, 1)) in termini di un potenziale di gauge reale A = A, dx?,
a=0,1, 2 diun campo di Higgs complesso ¢ e di un campo neutro reale N, dalla
lagrangiana:

1
LA, ¢, N)= ——F Fb+ L gbra 5,4 —
4q° 2¢*>

D, $(D"p)* ziqﬁaNa“N—V(wl N,

dove il potenziale V e dato da

2
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e dove e A, 93A, ¢ il termine di Chern-Simons (e“?” & il tensore totalmente
antisimmetrico tale che ¢"*=1); inoltre D, =09, +iA,, F.,z=0,4;— 3;A,, a,
B=0,1,2 e le costanti ¢ >0 e u >0 denotano la carica elettrica e la massa di
Chern-Simons, rispettivamente. £ e invariante rispetto alla trasformazione di
gauge abeliana (4, ¢, N) — (A +dw, e ¢, N) per ogni funzione reale w. Co-
me gia osservato da Lee-Lee-Min, nel limite u, ¢— + o, con ¢%/u costante (limi-
te CS), si ottiene formalmente il modello autoduale di Chern-Simons introdotto
da Hong-Kim-Pac e Jackiw-Weinberg:

1
LA, 9) = 2o 4,54, = Dug(D"9)* ~ — | 9|9~ 1%

Invece, nel limite 4 — 0, con ¢ fissato (AH limit), si ottiene il modello abeliano di
Higgs (il modello di Ginzburg-Landau nel caso autoduale):

1 2
VAL 9) = = L P = DD )" = (g - 1)

In questo senso, £ «unifica» £ e £47. Nella tesi si verificano rigorosamente tali
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comportamenti asintotici, nel caso di configurazioni statiche periodiche (corri-
spondenti dal punto di vista fisico agli «stati misti di Abrikosov»). Si e visto che,
similmente al modello %%, per ogni prefissato insieme di punti di vorticitd (zeri di
¢), £ ammette in generale due configurazioni statiche periodiche distinte. Nel li-
mite CS entrambe le configurazioni convergono fortemente a corrispondenti con-
figurazioni per £°%; invece, nel limite AH solo la configurazione «massimale» con-
verge ad una corrispondente configurazione per £47, mentre Ialtra diverge.
Pill precisamente, sia 2 = R?/Z2 il toro piatto (i risultati si estendono senza modi-
fiche sostanziali ad arbitrarie varietd compatte bidimensionali) e dati » punti
P1, .-, PneR sia P={p,, ..., p,} il prefissato insieme di punti di vorticita (non
necessariamente distinti). Diremo P-vortice una configurazione statica periodica
di € avente punti di vorticita esattamente nei punti p;, j =1, ..., n (cioe tale che ¢
ha zeri, possibilmente multipli, esattamente nei punti p;, j=1, ..., n).

TEOREMA 1. — Le condizioni q> >2mn e 0 < u < (2\/7n) " (q* — 22tn) sono ne-
cessarie per lesistenza di um P-vortice. Inoltre, esiste una costante k. e
(0,(2Van) ™) (dipendente da P) tale che per ogni 0 < u < Kk4(q* — 27n) esisto-
no almeno due P-vortici distinti, denotati (A, ¢, N), .

TEOREMA 2. — Fissato ke (0, k), siano u, q sufficientemente grandi tali che
wqt=xe u<k*(q*—2mn), e siano (A o, N) 1 due P-vortict esistenti per il
Teorema 1. Esistono due P-vortici (A, §)= per L5, tali che quando U—> +
risulta:

1. (A, ¢, N)y = (4, )z,
[L2(Q2)P x CUQ) x LP(Q), Vp=1;
2. (A, @) sono tali che quando k—0", si ha |67 2>1 in Wh1(RQ),

Vgell, 2) e uniformemente sui compatti di Q\P; se n=1, ¢ ~—0 C*-unifor-
memente, Yk = 0.

|912), in [LEQ)PxH (Q)xL"(Q) e

xIH

TEOREMA 3. — Fissato ¢®>2mn, siano (4, ¢, N); i due P-vortici esistenti
per il Teorema 0.1 per valori sufficientemente piccoli di u. Sia (A, ¢)y l'unico P-
vortice per LA, Quando u—0", si ha:

1. (A, @) = (A4, ¢)y, VN *—0, Cr-uniformemente Vk=0, quJr%qz;

2. ¢~ —0, VA, =VN~—0, F3— —2an, Cruniformemente Uk =0,
uN =~ —27n e uAy—q* — 2an.

3. Per valori piccoli di u, i P-vortici (A, ¢, N); sono unici. Inoltre, essi
Sformano curve regolari parametrizzate da u ed appartengono ad un insieme
connesso di P-vortici.

Il punto di partenza per le dimostrazioni dei Teoremi 1-3 & la seguente ridu-
zione di Taubes, conseguenza dell’autodualita: se (u, N) risolve il sistema:

@ Au=2q%ue" —2uN + 476 p

2 2
=(,u2+2qze“)N—q2(,u+ i)euy
u

dove 0 p = E 0, € 0, € la misura di Dirac concentrata in p;, j =1, ..., n, allora la
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configurazione (A, ¢, N) definita ponendo:

1 n x — .
¢(x) = exp —u+i2 Arg TE
2 =t @ —p;
Al +’LA2:Z(81 +132) 1n¢)

q2

—Ay=N- —
u
e un P-vortice.

La dimostrazione del Teorema 1 & variazionale. Posto u = u, + v, con u, la fun-
zione di Green definita da Auy=4a(5p—n), | uy=0, le soluzioni di (1) corri-

spondono ai punti critici nello spazio di Sobolev H 2(Q) del funzionale
1 1
I(v) = — |40 + 2q2f(47m —Av) e" "V + Z||Volf + q2f(e“°+” -1+ 4ymfv .
2u Q 2 Q Q

Le due soluzioni corrispondono ad un minimo locale e ad un passo montano per I.
La dimostrazione del Teorema 2 consiste nel mostrare mediante stime che nel li-
mite CS la componente « di ogni soluzione (u, N) di (1) converge fortemente ad
una soluzione dell’equazione
2
Au = 2ie“(e“ — 1)+ 4706 p,
u

ottenuta da £% mediante la riduzione di Taubes. La stessa riduzione applicata a
£47 porta all’equazione:
2) Au=2q%*("—1)+ 470 p.
In questo caso si puo usare l'unica soluzione di (2) per ottenere un ramo di solu-
zioni di (1); analisi delle oscillazioni intorno alle medie delle soluzioni di (1) mo-
stra l'esistenza di un altro ramo, che diverge per ©— 0*. La connessione dei due
rami segue da considerazioni di natura topologica, basati sul grado di Leray-
Schauder. Questi risultati sono contenuti in [3]; essi migliorano alcuni risultati di
Chae-Kim [1] ed estendono ad £ i risultati ottenuti da Tarantello per £.

La seconda parte della tesi riguarda un problema unidimensionale motivato dall’ana-
lisi asintotica in [5] di vortici per £°°. Tale analisi riconduce allo studio del problema:

Ke"

—Adw=n -1

@) e

oo

dove K = 0 & una funzione regolare e 7 > 0. Nel caso K =1, & di interesse deter-
minare per quali valori di # > 0 il problema (3) ha soluzioni non nulle. Si osservi
che in conseguenza della disuguaglianza di Moser-Trudinger:

Ke®

1
fe”’$Cexp(T||Vw||§), VWEHl(Q)If?/U:O,
T Q

Q
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dove C é indipendente da w e 167 & ottimale, il problema (3) perde di compattezza
quando # > 8z Struwe-Tarantello [4] hanno dimostrato che per ogni #e
(87, 47%) il problema (3) ammette una soluzione non nulla. Per chiarire la natura
delle soluzioni ottenute in [4], si & studiato il corrispondente problema unidimen-
sionale su R:

-1/2

) 1/2

fw:O

—172
[ w(®) =w(+1), VieR.

Si e dimostrato il seguente

TEOREMA 4. — Il problema (4) ha soluzioni non nulle se e solo se n >y, =4x>
Inoltre, se > n,, = 4k?a® con keN, allora (4) ha almeno k soluzioni non nulle e
non ottenibili luna dall’altra mediante traslazione.

Conseguenza del Teorema 4 e che le soluzioni di Struwe-Tarantello sono
strettamente bidimensionali, nel senso che non possono degenerare in soluzioni
dipendenti da una sola variabile. La dimostrazione dell’esistenza & conseguenza
della teoria di biforcazione di Crandall-Rabinowitz; 'unicita della soluzione bana-
le al di sotto del primo autovalore segue da stime fortemente basate sulle proprie-
ta algebriche della nonlinearita. Questo risultato & apparso in [2].
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