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Analisi di tipo perturbativo del problema
di incollamento conforme e questioni collegate.

LUCA PRECISO

In questa tesi affrontiamo alcune questioni di analisi funzionale non lineare
collegate allo studio di tipo perturbativo di problemi al contorno per funzione olo-
morfe di una variabile complessa. In particolare effettuiamo un’analisi di tipo per-
turbativo del problema di cucitura conforme in alcuni spazi di funzioni ovvero lo
studio della regolarità della dipendenza funzionale della soluzione del problema
di cucitura conforme da una particolare curva del piano complesso, diciamo f, che
definisce il problema e che supponiamo nota. Tale studio può essere utilizzato per
giustificare la validità di uno schema perturbativo noto che fornisce informazioni
sulla variazione della soluzione del problema di cucitura conforme al variare di f;
queste informazioni appaiono difficilmente reperibili direttamente in quanto, li-
mitatamente alle nostre conoscenze, non esiste un’espressione esplicita di tale so-
luzione. Poiché l’equazione funzionale che individua la soluzione del problema di
cucitura conforme coinvolge l’integrale singolare di Cauchy sulla curva f, per po-
ter applicare il Teorema della Funzione Implicita nella sua formulazione per spazi
di Banach, dobbiamo prima studiare la regolarità della dipendenza funzionale
dell’integrale singolare di Cauchy dalla curva f.

Nel Capitolo II infatti, consideriamo l’integrale singolare di Cauchy
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dove la curva semplice orientata f e la funzione densità f sono entrambe definite
nel bordo orientato ¯D del disco unitario aperto D del piano complesso C. Nono-
stante temi di ricerca come le proprietà dell’operatore lineare C[f , Q] ed il calcolo
numerico della funzione C[f , f ] siano stati approfonditamente studiati a partire
dal secolo scorso in vista di numerose applicazioni alle equazioni integrali e ai
problemi al contorno (cf. e.g. [2]), l’analisi della dipendenza funzionale di C[f , f ]
da entrambe gli argomenti, ed in particolare da f, sembra cominciare solo di
recente.

Ci proponiamo di estendere un risultato di analiticità per l’operatore C[Q , Q] di
Coifman & Meyer (cf. [1]) ad un contesto di spazi di Schauder. Assumiamo che f e
f appartengano ad uno spazio di Schauder, che chiameremo C*

m , a (¯D , C), costi-
tuito dalle funzioni derivabili m volte su ¯D e con derivata m-esima hölderiana di
esponente a, dove m è un numero naturale positivo ed a�]0 , 1[. È ben noto che
sotto queste ipotesi su f e f, anche la funzione C[f , f ](Q) appartiene
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C*
m , a (¯D , C). Dimostrando esistenza ed unicità di soluzione per un problema al

contorno di tipo ellittico ed applicando il Teorema della Funzione Implicita, otte-
niamo che l’operatore C[Q , Q] è reale analitico. Successivamente calcoliamo tutti i
differenziali di C[Q , Q] e proviamo che C[Q , Q] è analitico in senso complesso. La
maggiore difficoltà consiste nel trovare un’opportuno problema al contorno la cui
soluzione coinvolga l’integrale singolare di Cauchy e che possa essere riformulato
in modo che le ipotesi del Teorema della Funzione Implicita siano soddisfatte.
Questo risultato dovuto a Lanza e al sottoscritto verrà applicato nella seconda
parte della tesi ed in un altro problema di perturbazione relativo ad un’equazione
integrale non lineare da Lanza & Rogosin.

Nel Capitolo III, introduciamo il problema di cucitura conforme associato ad
uno shift f di ¯D, i.e. un omeomorfismo di ¯D in sé, che in ambito classico viene
supposto appartenere a C*

1, a (¯D , C) e con derivata mai nulla su ¯D. Tale proble-
ma consiste nella ricerca di una coppia di funzioni continue (F , G) definite in cl D
e C0D ed olomorfe in D e C0cl D, rispettivamente, che soddisfi la condizione di
normalizzazione lim

zKQ
G(z)2z40 e la condizione al contorno

F(f(t) ) 4G(t)(2)

per ogni t�¯D. Risultati noti (cf. e.g. [2]) assicurano che il problema di cucitura
conforme abbia un’unica soluzione (F , G) e che in tal caso F e G sono omeomorfi-
smi tali che F(D) e G(C0cl D) coincidano con le due componenti connesse di
C0F(¯D). Indichiamo quindi con (F[Q], G[Q] ) la coppia di operatori che mappa lo
shift f nella traccia su ¯D di tale soluzione.

Le proprietà di regolarità degli operatori F[Q] e G[Q] in spazi di funzioni regolari
possono essere usate per giustificare la validità di uno schema perturbativo dovuto a
Nag (cf. [5]) che ha introdotto un metodo per calcolare ricorsivamente le variazioni
in t di F[f t ] e G[f t ] dove ]f t : t�]2e , e[( è una famiglia monoparametrica di shift
analitici dipendenti in modo analitico dal parametro reale t. Quindi ci proponiamo di
trovare spazi di funzioni regolari rispetto ai quali gli operatori F[Q] e G[Q] siano ana-
litici. In letteratura esistono già dei contributi in tal direzione (cf. e.g. [3]) ma questi
riguardano la sola continuità degli operatori F[Q] e G[Q].

Prima studiamo la regolarità di tali operatori negli spazi di Schauder
C*

m , a (¯D , C), con mF1, a�]0 , 1[. In tal caso la scelta dell’equazione funzionale
a cui applicare il Teorema della Funzione Implicita è naturale ed infatti conside-
riamo l’equazione funzionale classica associata a questo problema della forma

G[f , g] 41¯D(3)

(dove 1¯D è la funzione identica di ¯D e G[Q , Q] è lineare nella seconda variabile)
che ha come unica soluzione gfG[f]. Siccome l’insieme degli shift non è aperto
negli spazi di Schauder, osserviamo che l’operatore G[Q , Q] risulta definito anche
per curve f più generali degli shift le quali formano un sottinsieme aperto nei
suddetti spazi di Schauder. Dal risultato del Capitolo II segue subito che G[Q , Q] è
analitico in senso complesso. Estendendo la teoria della regolarità per la soluzio-
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ne dell’equazione (3), dimostriamo la biiettività dell’operatore G[f , Q] negli spazi
di Schauder. Da questo otteniamo che G[f] e quindi F[f] 4G[f] i f (21) appar-
tengono a C*

m , a (¯D , C) quando f appartiene C*
m , a (¯D , C) e deduciamo anche

l’applicabilità del Teorema della Funzione Implicita all’equazione (3) che mostra
che G[Q] si estende ad un operatore analitico in senso complesso. Usando [4], mo-
striamo poi stime ottimali sulla regolarità dell’operatore F[Q]. In particolare ri-
scontriamo che il contesto degli spazi di Schauder non è sufficiente per ottenere
un’estensione analitica anche per l’operatore F[Q] a causa della presenza dell’ope-
ratore di composizione e di inversione (entrambe non analitici negli spazi di
Schauder) nella sua definizione. Inoltre l’appartenenza di f ad uno spazio di fun-
zioni reali analitiche di ¯D in C si rivela essere una condizione naturale per avere
un’estensione analitica di F[Q].

Nel Capitolo IV consideriamo dei ben noti spazi di funzioni reali analitiche, va-
le a dire dei particolari spazi alla Roumieu associati all’operatore di differenzia-
zione. In questo contesto ci proponiamo di mostrare che la dipendenza di G[f] e
di F[f] da f è analitica in senso complesso. Per raggiungere tale obiettivo prima
osserviamo che gli operatori F[Q] e G[Q] hanno estensioni analitiche usando spazi
alla Roumieu nel dominio e spazi di Schauder nel codominio: per far questo nel
caso dell’operatore F[Q], costruiamo un operatore di estensione da spazi alla Rou-
mieu su ¯D a spazi alla Roumieu su un intorno chiuso di ¯D che ci permette di ap-
plicare i risultati di regolarità per l’operatore di composizione e di inversione di
Lanza (cf. [4]). Successivamente effettuando una stima della crescita delle norme
dei differenziali n-esimi di F[Q] e G[Q] in un contesto di spazi alla Roumieu, otte-
niamo che tali operatori ammettono localmente delle estensioni ad operatori ana-
litici in senso complesso anche usando le più forti norme alla Roumieu nel
codominio.
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