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Semicontinuità per integrali quasiconvessi
di qualsiasi ordine e sistemi non lineari impliciti.

LAURA POGGIOLINI

Un problema fondamentale del Calcolo delle Variazioni consiste nel trovare
una funzione uA che minimizzi un funzionale integrale del tipo

F(u , V) 4s
V

F(x , u(x), Du(x), R , D k21 u(x), D k u(x) ) dx ,

tra tutte le funzioni u di una classe di funzioni ammissibili u : V’Rn KRm.
Useremo la seguente notazione: indicheremo il vettore (u , Du , R , D k u) me-

diante il simbolo D [k] u.
Il numero di elementi indipendenti di D [k21] u è m3sfm3gn1k21

k21
h, men-

tre il numero di elementi indipendenti di D k u è m3tfm3gn1k21
k

h, quindi

considereremo F come una funzione F : V3Rms3RmtKR. Inoltre indicheremo
Rmt col simbolo Rm 7 ( (Rn )7k )s (vedi più avanti per ulteriori notazioni).

Il METODO DIRETTO per risolvere questo tipo di problemi consiste nel trovare
un opportuno spazio topologico (X , t), X insieme delle funzioni ammissibili, tale
che la funzione F : XK R fRN ]1Q(, F : uKs

V

F(x , D [k] u(x) ) sia semiconti-
nua inferiormente e tale che da ogni successione minimizzante si possa estrarre
una successione convergente nella medesima topologia. La topologia opportuna è
la topologia della convergenza debole in W k , p (V ; Rm ).

Tonelli per primo scoprì il ruolo fondamentale della convessità della funzione
integranda rispetto alle derivate di ordine superiore come condizione necessaria
e sufficiente per la semicontinuità inferiore nel caso del primo ordine (k41), sca-
lare (m41) e unidimensionale (n41).

Estensioni dell’idea di Tonelli nel caso scalare (m41) al caso nF1, k41 si
devono a McShane, DeGiorgi e Serrin.

Nei casi di ordine superiore kD1 la convessità non è più la condizione adatta
(cioè non è condizione necessaria) per ottenere la semicontinuità inferiore, nep-
pure nel caso scalare m41. Lo stesso dicasi per il caso vettoriale mD1 anche con
derivate del primo ordine k41. In questa tesi si mostra che in entrambi questi
casi una condizione necessaria per la semicontinuità inferiore di F è la QUASICON-
VESSITÀ della funzione integranda F come introdotta da Morrey [1] per il caso k4
1 e generalizzata da Meyers [2] al caso kD1. Ricordiamo qui la definizione di qua-
siconvessità di Meyers
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DEFINIZIONE 1. – Sia f : Rm7 ( (Rn)7k )sKR una funzione borelliana e local-
mente limitata e sia V un aperto limitato di Rn. Diciamo che f è QUASICONVESSA se

f (A) G
1

NVN
s

V

f (A1D k f(z) ) dz

per ogni funzione f�C k
0 (V , Rm ), e per ogni tensore A�Rm 7 ( (Rn )7k )s .

Uno dei principali risultati di questa tesi è un teorema di semicontinuità infe-
riore per integrali dipendenti da derivate di ordine superiore in condizioni di Ca-
rathéodory sulla funzione F. Proveremo il seguente risultato, estendendo un ri-
sultato analogo ottenuto per k41, da Acerbi e Fusco [3] e Marcellini [4].

TEOREMA 1. – Sia F : V3Rms3RmtKR una funzione quasiconvessa di Ca-
rathéodory tale che

0 GF(x , s , j) Gg(x , s)(11NjN)p ,

NF(x , s , j)2F(x , s , h)NGL(11NhNp21 1NjNp21 )Nj2hN ,

dove 1 GpE1Q e g è una funzione di Carathéodory. Allora il funzionale

F(u) 4s
V

F(x , D [k21] u(x), D k u(x) ) dx

è semicontinuo inferiormente per successioni in W k , p (V ; Rm ).

Usando come strumento fondamentale la semicontinuità inferiore debole per
integrali di ordine superiore proviamo l’esistenza di soluzioni a problemi differen-
ziali del seguente tipo

.
/
´

F(x , D [k21] u(x), D k u(x) ) 40 q.o. x�V ;

u�f1W k , p
0 (V ; Rm ) .

(1)

Tali problemi sorgono nel Calcolo delle Variazioni quando si ha a che fare con
funzioni integrande non quasiconvesse, vedi [5]. Seguendo Dacorogna e Marcelli-
ni diremo che (1) è un problema differeziale per una equazione alle derivate di TI-
PO IMPLICITO. Osserviamo che rispetto alle condizioni al bordo il problema è
sovradeterminato.

In (1) F è una funzione assegnata che deve soddisfare certe condizioni di coer-
cività; in particolare le nostre ipotesi elimineranno quelle funzioni F che sono li-
neari rispetto alle derivate di ordine massimo D k u. Se consideriamo per esempio
il caso k44 e F4F(D 4 u(x) ), è evidente che non si possono trattare funzioni F li-
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neari; infatti il problema

.
/
´

D 2 u(x)21 40 q.o. x�V ,

u�f1W 4, Q
0 (V)

(qui D 2 denota l’operatore bilaplaciano) è sovradeterminato, mentre si mostra,
per esempio, che il problema

.
/
´

ND 2 u(x)N21 40 q.o. x�V ,

u�f1W 4, Q
0 (V) .

ammette infinite soluzioni.
In effetti considereremo solo funzioni F coercive in almeno una direzione di

rango-1 (see definition 0.2), come F(D 4 u(x) ) 4NDN2 u(x) - 1 dell’esempio prece-
dente (2).

Prima di enunciare il risultato di esistenza che si ottiene per questi problemi
dobbiamo dare alcune definizioni

DEFINIZIONE 2. – Diciamo che L� ( (Rn )7k )s è un tensore di rango-1 se esisto-
no m�R , v�Rn tali che

L4mv 7k .

DEFINIZIONE 3. – Sia K%Rm 7 ( (Rn )7k )s , diciamo che K è un sottoinsieme
convesso di rango-1 se NA , B�K , (t� [0 , 1 ], anche tA1 (12 t)B è un elemen-
to di K.

DEFINIZIONE 4. – Sia A %Rm 7 ( (Rn )7k )s , chiamo INVOLUCRO RANGO-1 CON-
VESSO di A il più piccolo insieme rango-1 convesso che contiene A.

DEFINIZIONE 5. – Sia Y uno spazio metrico. Diciamo che una funzione
F : Y3 ( (Rn )7k )s KR è coerciva in una direzione di rango-1 L se per ogni sot-
toinsieme limitato B di Y3 ( (Rn )7k )s esistono m , q�R , con mD0 tali che

F(y , j1 tL) FmNtN2q (t�R , ((y , j) �B .

Un tipico risultato di esistenza che viene provato in questa tesi è il
seguente

TEOREMA 2. – Sia V%Rn un aperto Lipschitziano. Sia F : V3R3
( (Rn )7k )s KR una funzione continua, quasiconvessa e coerciva in una direzio-
ne di rango-1 (vedi la definizione 5) rispetto all’ultima variabile. Sia f : V KR
una funzione C k (V) tale che

F(x , D [k21] f(x), D k f(x) ) G0 (x� V .
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Allora esiste una funzione u�f1W k , Q
0 (V) tale che

F(x , D [k21] u(x), D k u(x) ) 40 q.o. x�V .

Un analogo risultato vale anche nel caso in cui si abbia un sistema invece di
una sola equazione

TEOREMA 3. – Sia V%R un aperto Lipschitziano. Siano F d
i : V3R3

( (Rn )7k )s KR , i41, R , N funzioni continue, quasiconvesse rispetto all’ultima
variabile, continue rispetto al parametro d� [0 , d 0 ), d 0 D0. Inoltre supponia-
mo che per ogni coppia (x , s) � V3R3R3 ( (Rn )7k21 )s

Rco ]j� ( (Rn )7k )s : F d
i (x , s , j) 40 (i41, R , N( 4

]j� ( (Rn )7k )s : F d
i (x , s , j) G0 (i41, R , N(

è un sottoinsieme limitato di ( (Rn )7k )s , e

]j� ( (Rn )7k )s : F d
i (x , s , j) 40 (i41, R , N( %

]j� ( (Rn )7k )s : F 0
i (x , s , j) E0 (i41, R , N( (d� (0 , d 0 ) .

Sia f : V KR una funzione di classe C k (V) (a tratti) tale che

F 0
i (x , D [k21] f(x), D k f(x) ) E0 (i41, R , N .

Allora esiste u�f1W k , Q
0 (V) tale che F 0

i (x , D [k21] u(x), D k u(x) ) 40 q.o. x�V
(i41, R , N.
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