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Funtori integrali e fasci di Picard
su varietà jacobiane e di Prym.

FABIO PIOLI

1. – Introduzione.

Lo studio degli spazi dei moduli di fibrati su varietà algebriche nasce dall’esi-
genza di associare alle varietà in esame degli invarianti continui, le cui proprietà
riflettano le proprietà della varietà di base. Inoltre gli spazi in questione fornisco-
no nuovi esempi di varietà, spesso di notevole interesse, e hanno recentemente
trovato applicazione in Fisica Teorica, come ad esempio nelle varie dualità che ap-
paiono nell’ambito delle teorie delle corde. Uno strumento particolarmente effi-
cace nello studio di fibrati e, più in generale, di alcuni spazi di moduli su varietà
abeliane e superfici K3 è costituito dalle trasformate di Fourier-Mukai. Le tra-
sformate di Fourier-Mukai sono funtori integrali invertibili tra le categorie deri-
vate di fasci coerenti di due varietà. Più precisamente consideriamo due varietà
algebriche lisce X e Y, e siano D(X) e D(Y) le categorie derivate dei fasci coerenti
su X e Y. Sia P un fibrato sul prodotto X3Y (o più generalmente un elemento
della categoria derivata D(X3Y) ). Si definisce un funtore integrale
R F : D(X) KD(Y) ponendo

R F (2) 4Rp Y , ˜ (p*X (2)7 P) ,(1)

dove p X e p Y sono le proiezioni canoniche di X3Y ed Rp Y , ˜ è il funtore derivato
di p Y , ˜ . L’invertibilità del funtore R F riveste un ruolo particolarmente impor-
tante nello studio degli spazi dei moduli in quanto, in questo caso, è possibile con-
vertire un problema concernente fibrati sulla varietà X in un problema, spesso di
più semplice soluzione, sulla varietà Y. L’invertibilità assicura una perfetta equi-
valenza (isomorfismo di spazi dei moduli) tra le due situazioni geometriche in con-
siderazione. Il primo esempio di funtore invertibile nel contesto delle varietà abe-
liane è dovuto a Mukai [3]; in questo caso X è una varietà abeliana, Y4 X× è la va-
rietà duale e P è un fibrato di Poincaré su X3X×. Per quanto riguarda alcune ap-
plicazioni delle trasformate di Fourier-Mukai allo studio di spazi di moduli, ri-
mandiamo ad esempio a [4].

2. – Contenuto della tesi.

L’oggetto della tesi riguarda lo studio di alcuni funtori integrali di tipo Fou-
rier-Mukai, in generale non invertibili, provenienti da curve immerse in varietà
abeliane o da rivestimenti tra curve. In particolare si studiano le relazioni (in ca-
tegoria derivata) di questi funtori con la trasformata di Mukai definita in [3] e al-
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cune proprietà dei fasci trasformati di fibrati invertibili, o più generalmente di fi-
brati stabili; in questo ultimo caso i fasci trasformati hanno una certa rilevanza in
quanto si possono interpretare in termini di fasci di Picard o generalizzazioni di
essi. Un altro risultato ottenuto riguarda lo studio di alcune immersioni lagran-
giane tra spazi di moduli. Per illustrare quest’ultimo risultato, consideriamo il se-
guente funtore (non invertibile):

RF J (2) 4Rp J(C), ˜ (p*C (2)7 PJ )(2)

dove C è una curva liscia di genere gD1, J(C) la jacobiana di C, e PJ il fibrato di
Poincaré su C3J(C). Ricordiamo che se E è un fibrato stabile di rango r e grado
d su C tale che dD2gr, dove g è il genere della curva C, il trasformato R0 F J (E) è
un fibrato stabile rispetto al divisore U sulla jacobiana J(C) (cfr. [2]). Questo ri-
sultato ci consente di studiare il morfismo

RF J : MC (r , d) K Mm
J(C) (d2r , 2rl , 0 , R , 0 )

tra spazi di moduli di fibrati m-stabili, dove l è la classe del divisore U. Usando la
relazione tra il funtore RF J e la trasformata di Mukai abbiamo ottenuto il
seguente

TEOREMA 1. – Sia C una curva di genere 2. Siano r , d due interi coprimi tali
che dD4r. Sia MC (r , d) lo spazio dei moduli dei fibrati stabili su C di grado d e
rango r. Il morfismo indotto da RF J determina un’immersione chiusa

j : MC (r , d) K Mm
J(C) (d2r , 2rl , 0 )

dove Mm (d2r , 2rl , 0 ) è lo spazio dei moduli dei fibrati m-stabili su J(C) (ri-
spetto al divisore U) di carattere di Chern (d2r , 2rl , 0 ). Inoltre, le sottovarie-
tà MC (r , d) sono lagrangiane rispetto alla forma simplettica olomorfa su
Mm (d2r , 2rl , 0 ) indotta dal prodotto di Yoneda.

Nel caso in cui rc1 non è nota una caratterizzazione dello spazio Mm
J(C) (d2r ,

2rl , 0 ). La determinazione delle proprietà dello spazio Mm
J(C) (d2r , 2rl , 0 ) at-

traverso le tecniche dei funtori integrali costituisce un’interessante problematica
ancora da esplorare. Inoltre è possibile dimostrare che le sottovarietà MC (r , d)
sono sottovarietà lagrangiane speciali nel senso di Harvey e Lawson rispetto ad
un’opportuna struttura complessa su Mm

J(C) (d2r , 2rl , 0 ).
Un’altra questione affrontata nella tesi riguarda la relazione tra i fasci di Pi-

card e i fibrati conormali di ordine superiore relativi a una curva immersa in un
spazio proiettivo mediante una serie lineare completa. Consideriamo i funtori

RF (i)
J (2) 4Rp J(C), ˜ (p*C (2)7 P i

J )(3)

dove P i
J è l’i-esima potenza di PJ , e

RF (i) (2) 4Rp2, ˜ (p *1 (2)7 OC3C (2iD) )(4)

essendo C una curva liscia di genere gF1, OC3C (2D) l’ideale della diagonale in
C3C e i un intero positivo. Siano x0 un punto base fissato su C, b x0

l’applicazione
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di Abel-Jacobi e iJ l’isogenia determinata dalla moltiplicazione per i su J(C). I tra-
sformati di fibrati invertibili rispetto al funtore RF (i)

J sono pull back dei fasci di
Picard mediante isogenie, mentre il trasformato di un fibrato invertibile L (di
grado opportuno) rispetto al funtore RF (i) si può interpretare come l’i-esimo fi-
brato conormale rispetto all’immersione determinata da L (cfr. [1]).

PROPOSIZIONE 1. – Sia C una curva liscia di genere gD1. Sia E un fibrato
stabile di rango r e grado dD2rg su C; allora R0 F (i)

J (E) è un fibrato polistabile
rispetto al divisore U su J(C).

La proposizione seguente mostra che il pull back di un fascio di Picard me-
diante l’isogenia determinata dalla moltiplicazione per un intero iD0, ristretto
alla curva C, coincide essenzialmente con il trasformato di un fibrato invertibile
rispetto al funtore RF (i) .

PROPOSIZIONE 2. – Per ogni iD0 esiste un isomorfismo funtoriale

RF (i) ( (2)7 OC (ix0 ) )7 OC (ix0 ) `Lb*x0
i RF (i)

J (2) `Lb*x0
i i *J i RF J (2) .

Nel caso di una curva ellittica, usando l’ultima proposizione si ottiene il teore-
ma seguente che estende un risultato di Ein e Lazarsfeld (cfr. [1]).

TEOREMA 2. – Sia iD0 un intero. Sia C una curva di genere g41. Se E è un
fibrato stabile su C di rango r e grado d tale che dcri , allora il trasformato
Rk F (i) (E) è polistabile su C , dove k40 se dDri e k41 se dEri.

Nel caso in cui gD1 la semistabilità dei fibrati Rk F (i) (L) (L fibrato invertibile
di grado opportuno) è stata congetturata da Ein e Lazarsfeld [1].

Un’altra applicazione della teoria delle trasformate di Fourier-Mukai riguar-
da lo studio della semplicità del fascio di Picard sulla varietà di Prym P associata
a un rivestimento p : CKC 8 tra curve lisce. In modo analogo al caso jacobiano, i
fasci di Picard su P sono definiti come trasformati di fibrati invertibili (di grado
dD2g22) rispetto al funtore

RF PP
(2) 4Rp P , ˜ (p*C (2)7 PP ) ,(5)

dove PP è la restrizione a C3P del fibrato di Poincaré su J(C)3J(C). Sia x0 un
punto di C e dD2g22 un intero. Denotiamo il fascio di Picard corrispondente al
fibrato invertibile OC (dx0 ) con il simbolo WP , d, ossia WP , d 4R0 F PP

(OC (dx0 ) ). Il
fascio di Picard così definito è la restrizione alla varietà P del fascio di Picard su
J(C). Ricordiamo il seguente risultato della teoria delle varietà di Prym-Tyurin:
esiste un’isogenia f : P 8KP tale che il pull back della restrizione del divisore U a
P sia una polarizzazione principale su P 8. Inoltre è possibile definire due morfi-
smi r 8x0

: CKP 8 e r x0
: CKP analoghi al morfismo di Abel-Jacobi. Per studiare le

proprietà del fascio di Picard WP , d sulla varietà P è conveniente considerare il fa-
scio di Picard sulla varietà principalmente polarizzata P 8 e determinare la rela-
zione del funtore RF PP 8

(dove PP 8 è per definizione il pull back di PP a C3P 8) con
la trasformata di Mukai corrispondente al fibrato di Poincaré su P 8. I trasformati
di fibrati rispetto a RF PP 8

si possono esprimere come trasformati di fasci (di tor-
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sione) rispetto ad una trasformata (invertibile) di Mukai. Con questo approccio
abbiamo ottenuto il seguente

TEOREMA 3. – Se il morfismo r 8x0
è birazionale sull’immagine, allora il fascio

di Picard WP , d è semplice.

Per quanto riguarda la stabilità di WP , d è possibile dare una condizione suffi-
ciente che riduce la questione a un problema sulla stabilità di fibrati su curve.
Precisamente siano D e D 8 i divisori diagonali su C3C e C 83C 8 rispettivamente
ed m il grado del rivestimento. Con un procedimento simile a quello adottato da
Ein e Lazarsfeld in [1] nel caso della stabilità dei fasci di Picard sulle jacobiane, si
è ottenuta la seguente

PROPOSIZIONE 3. – Se, per ogni fibrato invertibile K di grado dD2g22 su C,
il fibrato

E4p2, ˜ (p *1 K7 OC3C (mD2 (p3p)21 D 8 ) )(6)

è stabile, allora il fascio di Picard WP , d è m-stabile rispetto a UNP .

Osserviamo che lo studio della preservazione della stabilità del fibrato E della
proposizione precedente è notevolmente più complesso che nel caso considerato
in [1]. L’interesse dello studio della stabilità del fascio di Picard sulla varietà di
Prym risiede nel fatto che molte proprietà come la semplicità o la stabilità, una
volta note nel caso della varietà di Prym, si possono ottenere per i fasci di Picard
sullo spazio dei moduli MC (r , j) costituito dai fibrati stabili su C con determinan-
te isomorfo a j.
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