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I fondamenti di Zolotarev della teoria dei numeri algebrici.

Paora Piazza

II mio lavoro di tesi riguarda la teoria dei numeri ideali del matematico russo
Egor Ivanovich Zolotarev (1847-1878) che generalizzo nel 1876 la teoria dei nu-
meri ideali di Ernst Eduard Kummer (1810-1893), valida per gli anelli di interi ci-
clotomici, ad ogni anello O di interi algebrici di un’estensione finita del campo
razionale.

E noto che gia nel 1871, Richard Dedekind (1831-1916) generalizzo la teoria di
Kummer ad ogni anello di interi algebrici. La sua idea fu quella di identificare il
numero ideale di Kummer con I'insieme degli interi che tale numero divide. Que-
sto insieme fu chiamato ideale, per evidente analogia con i numeri ideali. La teo-
ria degli ideali fu completata da Dedekind in ogni sua parte nel 1877. Il matemati-
co russo Zolotarev proponeva proprio negli stessi anni una soluzione alternativa a
quella di Dedekind, che pero non fu in generale studiata sopratutto nell’Europa
occidentale, nonostante fosse pubblicata sul famoso giornale di Liouville. I moti-
vi di questo possono essere in parte legati al fatto che la teoria di Zolotarev fu
pubblicata solo nel 1880, quindi due anni dopo la morte del giovane matematico
(anche se la teoria fu sottoposta per la pubblicazione sul giornale di Liouville gia
nel 1876). Al tempo, la nuova teoria degli ideali di Dedekind sembrava essere lar-
gamente accettata, e pare piuttosto questo il motivo del disinteresse diffuso per la
teoria di Zolotarev, che rimane invece per molti aspetti strettamente legata ai
«vecchi» metodi di Kummer. La teoria di Zolotarev rimane quasi nell’oblio fino ai
giorni nostri e per gli storici della matematica, che pur hanno ampiamente studia-
to la teoria dei numeri della fine dell’Ottocento, restava questa lacuna in quella
parte fondamentale di storia della matematica che riguarda 'origine del concetto
di ideale. Per colmare questa lacuna era necessario prima di tutto capire la teoria
di Zolotarev e fornirne una descrizione valida dal punto di vista matematico
moderno.

La teoria di Zolotarev puo essere interpretata come una teoria della divisibili-
ta nell'anello O, dei cosiddetti p-inter: algebrici (dove p € un numero primo). Sia
dapprima 7, I'anello dei cosiddetti p-interi razionali, ossia:

Zgy={seQ:s=m/m, meZ, neZ\pZ}.

Consideriamo poi un’estensione algebrica finita K del campo razionale Q. La
chiusura intera di 7, in K e T'anello O, dei p-interi algebrici. Si ha inoltre
che

Opy={aeK:s=p/M, pcO, MeZ\pZ},
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ossia O, e il localizzato di O rispetto alla parte moltiplicativa Z\pZ. Dall’algebra
commutativa moderna sappiamo che O, € un anello semilocale ed € un anello a
ideali principali (PID). Denotando con my, ..., w, i primi in O, abbiamo che
710, ..y ;O sono gli ideali primi distinti in O,). Modernamente, si puo fa-
cilmente dimostrare che dal fatto che O, & un PID con un numero finito di ideali
primi si ottiene che O & un dominio di Dedekind.

La potenza piu alta di p nella norma Ny, (a) di un p-intero algebrico a, deno-
tata con n(a), & poi detta p-norma (€ una funzione moltiplicativa e inoltre n(a) =1
per ogni a in O,).

Nella sua teoria, Zolotarev definisce dapprima o in O una unita in O, se
n(a) =1 (ossia se a divide 1 in O,). Si consideri inoltre I'anello quoziente
Oy /pOy,). Notiamo che qualsiasi elemento di questo anello puo essere scelto in
O, dal momento che vale il seguente isomorfismo:

O/p0 = O, /pOg).

Zolotarev definisce p primo in O se ogni rappresentante in (O/pO)* & una uni-
ta in O,. Per gli altri numeri primi p, I'idea di Zolotarev & dunque quella di sce-
gliere un insieme di rappresentanti per (O/pO)* in modo tale che ognuno di essi
abbia p-norma minima nella sua classe resto. Chiamiamo questo insieme

A={ay, ...,a.},

dove r=p" — 1. A questo punto, Zolotarev prova il risultato pii importante della
sua teoria, ossia quello che chiamero il Lemma Fondamentale di Zolotarev, che
asserisce il fatto seguente:

1) Sia a in A. Allora a|p in O).
Come immediata conseguenza di questo fatto abbiamo che

2) Sia fin O, /pO,, e n(B) > 1. Allora esiste a in A tale che n(a) >1e a|f
in Oy,.

Dal punto 2) segue facilmente che gli elementi 7 irriducibili in O,), se esisto-
no, si trovano proprio fra gli elementi dell’insieme A e quindi in O per I'isomorfi-
smo precedente (intendendo come elemento irriducibile in O, cosi come Zolota-
rev lo ha essenzialmente definito, un elemento 7 € O, tale che n(s) > 1 e tale che
a divide y in O, per ogni y in O, non coprimo con  in O,). Utilizzando il suo
Lemma Fondamentale, Zolotarev dimostra quindi che un elemento siffatto esi-
ste. Prendiamo dunque in A (che & un insieme finito) tutti gli elementi distinti =
irriducibili in O,,. A questo punto & facile dimostrare che O, ¢ un dominio a fat-
torizzazione unica (UFD) con un numero finito di elementi primi, cioé che O, &
un PID e quindi, come gia osservato, che O & un dominio di Dedekind. Zolotarev
pero procede nel modo illustrato di seguito. Ad ogni elemento irriducibile 7, egli
associa un «fattore primo ideale» & di p, nel modo seguente. Per ogni a in O* e



I FONDAMENTI DI ZOLOTAREV ECC. 171
per ogni k=0, si dice che
Prlla se e solo se  a¥[lain O,.
Pili precisamente, viene definita una funzione v,: O* =N, tale che
vp(a) =k se e solo se  a%|lainOy,

per ogni a in O* e per ogni k = 0. Zolotarev prova che la funzione v, & una valuta-
zione. In conclusione, possiamo dire che un numero primo ideale & ¢ introdotto
come una valutazione, che é la valutazione definita da un elemento mw in O, ir-
riducibile i O, o, come modernamente si direbbe, uniformizzante locale in
Opy. Sia I' I'insieme delle valutazioni corrispondenti agli elementi irriducibili di
Oy per ogni numero primo p. Per questo insieme, Zolotarev dimostra essenzial-
mente il fatto seguente, che e lo scopo, diciamo, della sua teoria. Siano « e f ele-
menti di O*, Allora a € divisibile per 5 in O se e solo se v(8) < v(a) per ognive I’
tale che v(f) > 0. Si noti del resto che vale il teorema seguente:

TEOREMA. — Un insieme di valutaziont I' di K induce una teoria det divisort
su O se e solo se valgono le due condizioni sequenti:

(1) Siano a e  in O*; allora a e divisibile per B in O se e solo se V() <
v(a) per ogni vel tale che v(B) > 0.

(i) Per ogni insieme di valutazioni distinte vy, vs, ..., v, di I e per ogni
msieme di interi non negativi ki, ks, ..., k,, esiste un elemento a in O tale che:

?)l(a) = kl; ?]z(a) = kz, ceey ’Um(a) = km'

La seconda condizione si deriva molto facilmente dalle definizioni di Zolotarev
come io ho dimostrato nella mia tesi. Pertanto, riferendoci a questo teorema pos-
siamo dire effettivamente che la teoria dei numeri ideali di Zolotarev non & altro
che una teoria dei divisori per 'anello O. Piu precisamente, per il Teorema, par-
tendo dall'anello O, e dall'insieme dei suoi elementi irriducibili, & possibile defi-
nire un insieme di valutazioni che induce una teoria dei divisori in O.

Dunque, poiché O & un dominio di Dedekind, Zolotarev ottiene una teoria
equivalente alla teoria degli ideali in O e quindi risolve anch’egli come Dedekind
e contemporaneamente a Dedekind il problema di generalizzare la teoria di Kum-
mer ad ogni anello O di interi algebrici.

E d’uopo osservare che Zolotarev non introduce direttamente I'anello Oy dei
p-interi algebrici che fu definito ben piu tardi, agli inizi del Novecento da Kurt
Hensel (1861-1941), come chiusura intera nell’estensione semplice considerata
dell’anello 7Z,, dei p-interi razionali e (in maniera equivalente) come il localizzato
di O rispetto all'insieme moltiplicativo Z\pZ. Zolotarev utilizza solo quello che io
ho definito «divisibilita modulo p» nell’anello O degli interi algebrici. Ossia, dati
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a e f in O, si dice che «a|f modulo p» se esiste H in Z\pZ e y in O tali
che

ay =pH .

E chiaro che questa definizione di divisibilitd estesa in maniera naturale all’a-
nello O, non ¢ altro che la definizione di divisibilitd stessa in O,,. Partendo da
questo fatto, risulta abbastanza semplice e naturale interpretare la teoria di Zolo-
tarev utilizzando il linguaggio della divisibilita in O,.

I metodi che Zolotarev utilizza si riferiscono alla pratica della teoria dei nume-
ri nota alla fine dell’Ottocento. Non si tratta di un approccio completamente nuo-
vo e radicalmente diverso nei fondamenti come quello presentato da Dedekind
con l'introduzione del concetto di ideale. In particolare, sono evidenti le analogie
con la teoria di Kummer. Sia Kummer che Zolotarev introducono i numeri primi
ideali essenzialmente come valutazioni, dopodiché le loro due teorie procedono
esattamente nello stesso modo, seguono gli stessi passi, giungendo entrambe al
passo fondamentale: a e O* é divisibile per e O* nell'anello O se e solo se
v(B) < v(a) per ogni v (dove v & una qualunque valutazione definita da un elemen-
to irriducibile in O, come decritto precedentemente).

Questo passo determina la teoria di Kummer e quella di Zolotarev come teoria
dei divisori per anelli di interi algebrici. In questo senso e in questo contesto, Zo-
lotarev puo essere considerato un immediato successore di Kummer.
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