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Disuguaglianze di Sobolev nello spazio iperbolico bidimensionale.

FRANCESCO MUGELLI

Il problema considerato si inquadra nell’ambito più generale delle disugua-
glianze di Sobolev su varietà. Sia V è una varietà di dimensione n e sia V QVp la nor-
ma in L p (V); esistono due costanti A e B dipendenti soltanto dalla dimensione n e
da p tali che

VuVq GBV˜uVp 1AVuVp .(1)

Sia C(n , p) l’estremo inferiore delle costanti B per cui esiste una costante A
tale che la (1) sia possibile; in [1] si prova che la costante C non dipende dalla cur-
vatura della varietà V e che, nel caso delle varietà a curvatura costante, A 84
A(C(n , p) ) esiste. Per tali varietà vale la disuguaglianza

VuVq GC(n , p)V˜uVp 1A 8 VuVp .(2)

Oggetto della tesi è lo studio di alcune disuguaglianze di Sobolev su varietà a
curvatura gaussiana costante negativa e la determinazione della costante A 8 in
varie situazioni. Ricordiamo i legami fra le disuguaglianze di Sobolev e la struttu-
ra geometrica della varietà su cui sono costruiti gli spazi funzionali: ad esempio
per p41, la disuguaglianza di Sobolev in Rn

VuVq GC(n , p)V˜uVp

è equivalente al teorema isoperimetrico di Rn , ed è comunque strettamente lega-
ta ad esso per 1 EpEn.

Oggetto di questa tesi sono alcune disuguaglianze di Sobolev su R2
1 (cfr.

teo. 0.1) dotato della metrica di Poincaré-Bergman

y 22 [ (dx)2 1 (dy)2 ]

– che denoteremo con H2 – e che costituisce un possibile modello per lo spazio
iperbolico bidimensionale.

Nella prima parte della tesi sono discusse le disuguaglianze di Sobolev in H2

nei casi non critici, vale a dire per pc2. Il risultato principale è il

TEOREMA 1. – Sia R2
14 ](x , y): 2QExEQ , 0 EyEQ(, il semipiano eu-

clideo, sia u una funzione a valori reali definita in R2
1 . Supponiamo u regolare

a sufficienza (ad esempio lipschitziana) e che tenda a zero abbastanza veloce-
mente (per esempio funzioni con supporto a distanza positiva dall’asse X e li-
mitato). Allora valgono le disuguaglianze seguenti e sono ottimali.

(i) (3) { s
R2

+

NuN
dxdy

y 2 }2

14ps
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+

NuN2 dxdy

y 2
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(ii) Se 1 EpE2 e q42p/(22p) allora

(4) p 22{ s
R2

+

NuNp dxdy

y 2 }2/p

1
(4p/q)2 (q/221)2/q

sin (2p/q)
{ s

R2
+

NuNq dxdy

y 2 }2/q

G

G{ s
R2

+

yp (u2
x +u2

y )p/2 dxdy

y2 }2/p

.

(iii) Se pD2 allora

(5) supNuNG (4p)21/p{ Gg p22

2(p21)
h Gg 1

p21
h

Gg p

2(p21)
h }121/p

3

3{ s
R2

+

yp (u2
x +u2

y )p/2 dxdy

y2 }1/p

.

(iv) Se 1 GpEQ allora

{ s
R2

+

NuNq dxdy

y 2 }2/p

Gp p s
R2

+

yp (u2
x +u2

y )p/2 dxdy

y2
.(6)

La dimostrazione del teorema 1 fa uso della teoria dei riordinamenti e si basa
sulla trasformazione delle disuguaglianze (3)-(6) in problemi variazionali unidimen-
sionali. È qui che entra in gioco la struttura geometrica del semipiano iperbolico vi-
sto come varietà riemanniana: il riordinamento ha le proprietà necessarie – in parti-
colare che gli integrali del tipo di Dirichlet decrescano – esso deve essere modellato
sui cerchi geodetici di H2 ; questi ultimi coinvolgono le nozioni di lunghezza, area e
perimetro riemanniani e l’uso delle coordinate polari geodetiche.

La disuguaglianza isoperimetrica in H2 , che dipende dalla curvatura (cfr. [5]),
insieme alla formula della coarea di Federer [6] sono gli strumenti principali uti-
lizzati per la dimostrazione di altri risultati strumentali al teorema 0.1.

La seconda parte tratta di un caso limite delle disuguaglianze di Sobolev per H2 :

(7) C(2,q,R)Q{ s
R2

1

NuNqy 22dxdy}2/q

Gs
R2

1

(u 2
x 1u 2

y ) dxdy2Rs
R2

1

u 2y 22dxdy .

In particolare è studiata l’esistenza di un valore massimo per la costante
C(2 , q , R) per 2 EqEQ e 2QERE1/4 , definita come l’estremo superiore del
rapporto tra il secondo membro e la norma integrale al primo membro della (7),
per 2 EqEQ e 2QERE1/4.

L’argomento trattato prende spunto da un lavoro, [2], di L. E. Fraenkel ri-
guardante la meccanica dei fluidi; in esso è dimostrata la validità, per 2 GqEQ
della disuguaglianza

{ s
R2

1

NWNq y 2q/222 dxdy}1/q

GA{ s
R2

1

(W 2
x 1W 2

y ) y 21}1/2

,(8)
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dove W è una funzione a valori reali, regolare, definita su R2
1 che tenda a zero ab-

bastanza velocemente al tendere di y a zero o al tendere di x 2 1y 2 all’infinito.
Fraenkel stesso ha ricollegato un caso particolare della (8) – per q410/3 – ad

una disuguaglianza di Sobolev per lo spazio euclideo R5 ed ha stabilito il valore ot-
timale della costante A per questo caso e per p42 (nel quale la (8) è riconducibile
alla disuguaglianza di Hardy). Ha inoltre osservato che in tali casi l’uguaglianza
nella (8) è effettivamente raggiunta. Si osservi che per R423/4 la (7) coincide
con la (9) e che C(2 , q , R) 4A 22.

Mediante il cambio di variabile W(x , y)4ky Qu(x , y) la (8) assume la forma

A 22{ s
R2

1

NuNq dxdy

y 2 }2/q

G s
R2

1

(u 2
x 1u 2

y )dxdy1
3

4
s

R2
1

u 2 dxdy

y 2
,(9)

che è interpretabile come un caso limite della disuguaglianza di Sobolev in H2 (si
vedano le formule (11)).

TEOREMA 2. – Supponiamo 2 EqEQ e 2QERE1/4.
Sia v una funzione test u tale che ug0 e

C(2 , q , R) 4

s
R2

+

(u 2
x 1u 2

y ) dxdy2Rs
R2

+

u 2 y 22 dxdy

{ s
R2

+

NuNq y 22 dxdy}2/q
;(10)

sia C(2 , q , R) e u sono determinate con il procedimento seguente.
Esiste una funzione reale v , definita in [0 , 1Q[, v , tale che:
(i) v soddisfa la seguente equazione differenziale

d

ds
(s(s14p) v 8 (s) )1Rv(s)1Nv(s)Nq22 Qv(s) 40(11)

per 0 EsEQ.
(ii) v soddisfa le seguenti condizioni al contorno

24pv 8 (0) 4Rv(0)1Nv(0)Nq22 Qv(0), v(Q) 40 ,(12)

e tende a zero all’infinito in modo che

s
Q

(sv 8 (s) )2 dsEQ .(13)

(iii) v è strettamente decrescente.
Sia (a,b) un punto di H2. Vale la seguente equazione:

C(2 , q , R) 4{ s
0

Q

Nv(s)Nq ds}122/q

,(15)

e

u(x , y) 4vg p

by
( (x2a)2 1 (y2b)2 )h(16)
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per ogni (x , y) in H2 — in altri termini,

u(x , y) 4v(s) ,(17)

(18) s4p[2 sinh (r/2)]24Area riemanniana di un cerchio geodetico di raggio r,

r4distanza riemanniana tra (a , b) e (x , y).(19)

Il teorema 2 mostra che il problema può essere ricondotto allo studio dell’esisten-
za e della unicità delle soluzioni dell’equazione differenziale ordinaria (11) che
soddisfano le condizioni (12); il medesimo teorema fornisce una formula per la co-
stante C(2 , q , R).

Per R40 e q43 o q44 è possibile scrivere in forma chiusa la soluzione del
problema ai limiti (11)-(12), conseguentemente è possibile determinare esplicita-
mente i valori di C(2 , 3 , 0 ) e di C(2 , 4 , 0 ).

Nella parte finale della tesi è descritto un algoritmo per il calcolo numerico
della costante C(2 , q , R). Il problema ai limiti (11)-(12) è trasformato in uno equi-
valente mediante un cambio di variabile, ed è quest’ultimo ad essere risolto nu-
mericamente utilizzando uno schema alle differenze finite basato sulla formula di
quadratura del midpoint. L’accuratezza dei risultati ottenuti può essere valutata
in base alle considerazioni sull’errore globale di troncamento. Il calcolo esplicito
di quest’ultimo è possibile solo per C(2 , 3 , 0 ), C(2 , 4 , 0 ) e per C(2 , 10 /3 , 23/4),
e i dati confermano le valutazioni generali. Sono stati infine tracciati i grafici della
soluzione del problema (11)-(12) in alcuni casi particolari.
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