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Asintotica spettrale per una classe
di operatori ellittici in R".

Lipia MANICCIA

1. — Preliminari.

Argomento della tesi & lo studio dell’asintotica spettrale per una classe di ope-
ratori ellittici che, pur agendo su R”, presentano uno spettro discreto di soli auto-
valori aventi molteplicita finita. Cio richiede, si veda ad esempio [2], opportune
condizioni di crescita «all'infinito» per i coefficienti.

I1 modello per la classe di operatori considerata nella tesi (e ampiamente trat-
tata in [4]) é il seguente:

1) P(x,D,) = 2 a,(x)Dg,

la] <m
con coefficienti (C *) che hanno, in coordinate polari « = ow, 0 >0, |w| =1, uno
sviluppo asintotico per o — + oo, del tipo (per un certo u > 0)

@) o (0w) ~0"“[ag” (@) + 0 "a; () + -]

Le condizioni affinché una realizzazione di P in L2(R") abbia spettro discreto di
soli autovalori sono:

() pp(@, &)= 2 a,(®)E*=0 Vx e eVE=0,

|a|=m

3 (i) pw(w, &)= | > aV(w)E*#0 VoeS" ! e VE,

alsm

(il) pi(w, &):= 2 a%w)E*#0 YoeS" e VE=0.

|a] =m

La condizione (i) esprime lellitticita di P in senso usuale mentre le condizioni (ii)
e (iii) esprimono I'«ellitticita globale all'infinito». Nelle ipotesi (3), e per P=P*=0,
nella tesi & analizzata la crescita, per t— + o, della cosidetta «funzione contan-
te» N(t):= > 1 (4 ; autovalore di P) seguendo due metodi classici:

).jSZ
(a) studio delle singolaritd per t—0" del nucleo dell’'operatore e~ legato
all’'operatore del «calore» % + P, argomento della prima parte della tesi;

(b) studio delle singolaritd per Im A—0" del nucleo dell'operatore risol-
vente (P —AI)~!, 1eC, argomento della seconda parte della tesi.
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Utilizzando noti risultati Tauberiani, viene poi dedotto il comportamento
asintotico di N(7).

Il risultato finale e una stima asintotica di N(r) che, da una parte ne mostra il
diverso andamento a seconda che sia u <m, u > m, u = m, dall’altra individua il
coefficiente dominante nello sviluppo di N(r) in termini di un «volume» associato
a pn(x, &), ps (@, &), pi(w, &) rispettivamente. Fatto, quest’ultimo, che permette
di utilizzare il modello su R" per trattare (ad esempio) il caso di operatori su va-
rietd M non compatte ottenute da una varietd compatta M rimuovendo un (nume-
ro finito di) disco D, e sostituendovi un cilindro (cioe, topologicamente, M =
(M \D,JU[S" 1 x [1, + »)]). Su M viene data una metrica Riemanniana g,; che
«diverge» polinomialmente all’infinito nel cilindro. Un esempio tipico di operatori
riducibili al modello (1) (per m =2) e

4) P=-A,+V

dove V & un potenziale («smooth») divergente a + o all'infinito.
Le due sezioni seguenti presentano in maggiore dettaglio le due parti in cui la
tesi si compone e i risultati ivi contenuti.

2. — Metodo del calore.

Supponendo valide le ipotesi (3), e quando P = P* = 0, viene risolto, modulo
operatori a nucleo integrale in S(R" x R") (operatori «regolarizzanti nella clas-
se»), il problema di Cauchy per I'equazione del calore associata a P. Lo studio del-
le proprieta di tale soluzione U(t) = Op (u(t, , £)) mostra in particolare che, per
t>0, U(t) & un operatore a traccia per cui vale

5) U@ = [ [utt, e, & deae .

R" R"

Le informazioni ottenute per u(t, x, £) permettono di dedurre da (5) una formula
asintotica, per t—0%, di Tr U(t). Cid porta, in virth dell’'uguaglianza

Tr U(t) = fe*”dN(r),

0

al seguente sviluppo asintotico di N(7) quando 7— + o applicando il Teorema
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Tauberiano di Karamata ([5]):

. c.
— % g ooz se m>u
(1 + n/u)
N(‘L’) — LT”/M'FO(TWWL) se m<u
) T+ w/m)
—Cu " -log T + o(t"™-logt) se m=
| (1 +n/m) & & .
Dove
I
©) ¢, = Lo f f po(@, &) " do dé
(27-[)%# R” Sn—l
T
(7) Cm_ (n/m) f f pm(x 9) n/mdedx
(Zﬂ)nm R" S’)l 1
I'(n/m
(8) Ci= # f f pi(w, 6) """ dw do .

(27[)”7"/2 Sn—l Sn—l

3. — Il metodo della risolvente.

Supponendo sempre verificate le ipotesi (3) e P = P* =0, si studiano le pro-
prieta della risolvente G, = (P — AI)~! con 1 appartenete all'insieme risolvente di
P(o(P)). Riadattando alla nostra situazione le tecniche utilizzate in [1] si prova
che, sotto opportune ipotesi, G; & un operatore a traccia il cui nucleo integrale,
G, (x, y), soddisfa la relazione:

(9) J‘Gl(x, 90) de =

R

T Aeo(P), {A;} autovalori di P .

Le informazioni sul comportamento asintotico per |A| — + oo di 2 1/(A —2;) so-

no ottenute studiando il comportamento asintotico dell'integrale nella (8). Lo stu-
dio e portato avanti passando per la costruzione della parametrice di P — Al e con-
frontando G, con tale parametrice. Un teorema tauberiano di Malliavin ([3]) per-
mette infine di ricavare il comportamento asintotico per t— + « della funzione
contante N(z) dal momento che

)

) l—}.i

= f(r — ) YdN(7).
0
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I risultato principale di questa parte della tesi, che migliora le stime dei resti ot-
tenute nella sezione precedente, é:

-

——= " O(z"* log t e m>
T+ ) ( gt) s u
N(7) = ¢ Lr”/m + 0" logt) se m <u
I'(1+ n/m)
C
—ur”/m-logr +0@"™) se m=u.
| I(1+n/m)

Dove C., C,,, Ci sono le costanti definite in (6), (7), (8) rispettivamente.
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