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Grandi deviazioni e importance sampling
per processi di Poisson Markov modulati.

CLAUDIO MAccI

Questa tesi studia problemi inerenti la teoria delle grandi deviazioni (GD)
principalmente in riferimento al Markov modulated Poisson process (MMPP).
La situazione considerata é la seguente: sia (X;) una catena di Markov irriduci-
bile (a tempo continuo) con spazio degli stati £ = {1, ..., m} ed inoltre sia
A= (44, ..., 4,,) un vettore positivo; allora (;) & un MMPP se N, = 0 e se, condi-
zionatamente a X = (X;), (N;) ha increme%nti indipendenti e N; — N, (con ¢ > s) ha

distribuzione di Poisson di parametro f Ax,du. L’assunzione di irriducibilita per

(X;) garantisce l'esistenza e l'unicita di sua una distribuzione stazionaria u =
(uy, ..., U,y) e che tutte le quantita asintotiche che considereremo non dipendono
dalla distribuzione iniziale di (X;).

I risultati principali possono essere suddivisi in due parti. Nella prima parte si
studiano le GD delle traiettorie

N,

a

=([0,1]9tr—>N“t)

a

per a— «; quindi per un’opportuna funzione 7 : D[0, 1]— [0, o] semicontinua
inferiormente (detta rate funection) si ha

1 N,
lim inf —logP(—~
a—® o a

ed)= —inf,_,I(¢)

per ogni aperto A e

1 N,.
lim sup—logP( = eC) < — inf I(¢p)
a— © a a ¢peC
per ogni chiuso C. Nella seconda parte si utilizza la tecnica dell'importance sam-
pling per la stima della probabilitd di attraversamento di un livello positivo b (b
grande) per il processo (N; — ct); =, dove ¢ & una costante maggiore dell'intensita
media (1, u)= 2 A;u;.
ielk
1. — Grandi Deviazioni.

Iniziamo richiamando i risultati noti sulle GD delle leggi empiriche (L;) della
catena modulante (X;):

t
1
ke B Li(k) = ?fl{xs_k}ds (Vt>0).
0
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Il limite dei logaritmi delle trasformate di Laplace normalizzate € ben definito e
si dimostra che vale L(v) (per ve R™) dove L(v) & 'autovalore dominante della
matrice P + diag(v), con P = (p;;); jc g matrice di intensita di (X;); per il Teorema
di Gartner Ellis (vedi [2], pagina 45), la rate function e

veR"— L*() = sup (v, v) — L(v)).

veR"™

Ora possiamo presentare i risultati di GD ottenuti per il MMPP. Prima di tutto
. . N
abbiamo le GD di ==

a
Ellis perche il limite dei logaritmi delle trasformate di Laplace normalizzate e

ben definito ed &

per a — «© come facile conseguenza del Teorema di Gartner

0eR—A0)=L((e’—1)A);
quindi la rate function &

xe R~ A*(x) = sup(6x — A(H)),

0elR
ma non si riesce a trovare un’espressione esplicita. Inoltre sia
ACy[0,1]={peAC[0,1]: ¢(0)=0};

allora, si dimostra che valgono le GD delle traiettorie (N—) per a—> « con rate
function “

1
$<DI0, 11— 1(p) = OfA*(‘pf)dt per ¢ AGI0, 1]

o altrimenti
Per provarlo si e considerato il processo (C;) che interpola linearmente (N;) e poi
una versione del Teorema di Gartner Ellis a dimensione infinita (vedi [2], pagina
148); tale versione non era nota quando venne dimostrato ’analogo risultato per il
processo di Poisson omogeneo (vedi [1]). In ogni modo questa versione del Teorema
di Gartner Ellis a dimensione infinita e stata considerata per ottenere le GD di
C,.

a

=([0,1]amc’“)

a

per a— o su C[0, 1]; successivamente tali GD si estendono facilmente su

D[0, 1] con il principio di contrazione ed infine le GD di (N“’) per a— o« su
a
D[0, 1] seguono da quelle di (C“'
a

) con la stessa rate function perche ( Co ) e
a
(N“' ) sono esponenzialmente equivalenti per a— « su D[0, 1].

a
Se tutte le componenti del vettore delle intensita modulate A = (44, ..., 1,,)

sono uguali ad uno stesso valore, (N;) € un processo di Poisson omogeneo
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e si trova il risultato gia noto in letteratura provato in [1]; in tal caso
si ha un’espressione esplicita della rate function.

2. — Importance sampling.
Abbiamo per ipotesi ¢ > (4, u) e quindi si ha tlim N;—ct = — . Quindi, se po-

niamo T, =inf{t=0:N,—ct=b}, P(T,< =) rappresenta la probabilita che
(N, —ct);=¢superiil livello b e siha 0 < P(T, < ) < 1 per ogni b > 0. La probabi-
lita P(T), < o) & piccola per b grande; si dimostra infatti, in accordo con i risultati
pit generali in [3], che

1
1) blim ZlogP(T,7 < )= —w,

dove w, e P'unico zero positivo della funzione A .(0) = A(0) — c6.

Quindi la stima di P(T}, < o) per b grande tramite simulazioni sotto la legge di
partenza e onerosa. La tecnica dell'importance sampling cerca di ovviare a questo
inconveniente. Essa consiste nel fare simulazioni con una nuova legge in qualche
senso asintoticamente efficiente scelta in una classe di ammissibili; pit precisa-
mente tale legge e scelta in modo da minimizzare asintoticamente in b la varianza
di uno stimatore non distorto ottenuto come media ponderata dei dati ottenuti
dalle varie simulazioni. La classe di ammissibili © & costituita dalle leggi @ tali
che: la legge di partenza P & assolutamente continua rispetto a @ su ogni interval-
lo [0, t] (e indichiamo con [/ 9 1a corrispondente densita); sotto @ (V;) & ancora
un MMPP ma

2) tlimNt—ct:JrOO.
Per Qe C
N n P Q
€ uno stimatore non distorto di P(T), < «); qui % € il numero delle simulazioni e

T{V, ... T§" sono i tempi di attraversamento del livello b relativi alle % simulazio-
ni. E importante osservare che la condizione (2) consente di avere un tempo di

n
. . . . . .. . e~ P . C~ .
realizzazione finito per le simulazioni e quindi 79= > lTb(nQ. La varianza di 7g e
i=1

Eql(l7; 41— (P(T, < )

)

n

quindi, per il limite (1), si ha
1
3) lign infglogEQ[(Zfb’ 2] = —2uw,

e @ é asintoticamente efficiente nel caso in cui si abbia 'uguaglianza nella (3).
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La tecnica per individuare la legge asintoticamente efficiente e la prova della
sua unicita sono analoghe a quelle presentate in [4] dove si considera lo stesso ti-
po di stima per un Markov additive process (MAP) a tempo discreto piuttosto ge-
nerale; del resto nel nostro caso consideriamo un MAP a tempo continuo. In ogni
modo la dimostrazione della sua unicita, che rappresenta la parte pit difficile da
provare, ha qualche variazione che tiene del particolare MAP considerato. La leg-
ge asintoticamente efficiente viene individuata in una famiglia di leggi coniugate
(P%)y.r ponendo 6 =w, Questa famiglia & definita come segue: per ogni 0 € R,
(N,) & un MMPP il cui vettore delle intensitd modulate & e’1 = (¢4, ..., e%1,,),
mentre la matrice di intensitd (p”); ;cx per (X;) & tale che

i=j =>pi = Pij@ﬁ‘?*ﬁ?
dove (B9, ..., B%) & un vettore tale che

(e’ —1)A;= 2 py(A—eP P+ L’ ~1)2) (iek).
j#i

Possiamo anche dire che, per ogni 6 € R, P & assolutamente continua rispetto a P
su ogni intervallo [0, £] e la densitd corrispondente &

exp (B%,)

1P = exp (— ON, + A(6) t) )
’f ‘ exp (%)

L’interesse di questo tipo di stime delle probabilita di attraversamento di un
livello & motivato dalle potenziali applicazioni in diversi campi. A tal proposito si
dovrebbe stimare P(T}, < o) per b fissato ma il problema sarebbe molto pit com-
plicato; comunque il procedimento usato si adatta bene al caso in cui il valore b
fissato sia grande.
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