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Su alcune equazioni differenziali astratte
di tipo degenere.

MARINELLA LOMBARDI

1. — Problemi parabolici semilineari con parte principale degenere.

Nella prima della tesi, viene studiata la regolaritd della soluzione mild del
problema parabolico semilineare:

@) w (L, x) = Au(t, x) + f(t, «, u(t, ), Du(t, x)) tel0, T], xeR",

con la condizione iniziale u(0, x) = uy(x), associato all'operatore di Kolmogorov-
Fokker-Planck:

2 Au= 7‘,,]‘%1% O%u+ m};lb@-aq,» ;u=Tr(QD?*u) + (Bx, Du), xeR"

dove B = [b;]; j—1, ., » € una matrice costante non banale e Q = [¢;]; j-1, .., , una
matrice costante simmetrica tale che:

n

,21%57‘,5]‘20, VéeR".
i,j=

Dunque l'operatore A presenta una degenerazione nella parte principale ed e a
coefficienti non limitati. Per ottenere i risultati, viene fatta I'ipotesi che la matrice
B verifichi la condizione del rango di Kalman (nota in teoria del controllo):

Rank [QY?, BQY?, ..., B" " 1QY* ] =n.

A partire da questa si introduce in R" la seguente metrica non euclidea:

h
d(x, y) = hEo | B (e —y) |2,

(che risulta essere equivalente alla abituale distanza euclidea se e solo se det @ >0),

dove |- | indica I'usuale norma euclidea e le proiezioni ortogonali ) decompongo-

no lo spazio R" nella somma diretta di sottospazi opportuni e mutuamente ortogo-

nali, legati alla condizione di Kalman.

Con un opportuno cambiamento di coordinate in R", si considera una
base ortogonale {e;, e, ..., e,} costituita dai generatori dei sottospazi £, (R").
Per ogni h=0,1, ..., k, si definisce I, come l'insieme degli indici ¢ tali
che i vettori e;, con i e, generino £, (R"). Dopo tale cambiamento, le derivate
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di ordine 2, che figurano in (2), risultano essere solo le 8%, con 1, jel,,
e le derivate di ordine 1 solo le 9;, con i el.

Per risolvere (1), si considera il problema astratto nello spazio X = UCB(R")
delle funzioni uniformemente continue e limitate su R":

®3) w' () =Au(t) + F(t, u(®)), tel0, T],

con la condizione iniziale u(0) = u,, dove 'operatore A ¢ la realizzazione di A in X.
Ora, se u € una soluzione di (3), deve soddisfare la relazione:

t
4) w(t) = T(t) uy + fT(t —s)F(s,u(s))ds tel0,T],
0

ottenuta tramite la formula di variazione delle costanti.

Per analizzare le proprieta e la regolaritd della soluzione di (3), si utilizza il
principio delle contrazioni, la cui applicazione & subordinata alla costruzione, a
partire dalla distanza d, di spazi di funzioni hélderiane 3% ?(R"), 0 <¥ <1, alle
proprieta del semigruppo 7(¢) (che non & analitico e non & fortemente continuo) e
alle stime a priori sulla sua norma (si veda il lavoro di Lunardi [5]).

II risultato relativo alla risolubilta del problema (1) e alla regolaritd ottimale
di tipo Holder & contenuto nel lavoro [4], in cui esibisce un esempio, nel quale mo-
stra che scegliendo il dato iniziale nello spazio Cj(R"), la soluzione non & pill con-
tinua nell’origine.

2. — Problemi parabolici con degenerazione nel termine di derivata tempo-
rale.

La seconda parte della tesi affronta altri problemi parabolici degeneri. Punto
di partenza e il lavoro di Favini e Yagi [1], dedicato all’equazione multivoca linea-
re in uno spazio di Banach complesso X:

) w' () +Au(®)af(t) 0<t<sT
M(O) = Uy,

dove A=LM ' & Toperatore lineare multivoco dedotto effettuando il cambia-
mento di variabile u(t) = Mv(t) nel problema astratto degenere:

(6) Mv@®) + Lot) =f1t) 0<t<T

tlir% Mu(t) = uy,

dove f :[0, T]— X e un’assegnata funzione, M, L sono operatori lineari e chiusi,
D(L)cD(M) e M non &, in generale, invertibile, con inverso limitato in X (questo
determina la degenerazione di (6)).

Si studia la risolubilita seguenti inclusioni differenziali semilineari connesse
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con (5):
w'(t) + Au(t) s F(t, u(t)) 0<t<T, u(0) = uy,

w'(t) e —Au(t) + G(t, u(t)) 0<t<T, w(0) = uy,

nel caso in cui F' sia una funzione univalente e G una mappa multivoca, servendosi,
nel primo caso, del principio delle contrazioni e nel secondo di un metodo tipo
«approssimazioni successive» (generalizzando quello proposto da Frankowska in
[2] per un operatore A multivoco, generatore di un semigruppo analitico di opera-
tori lineari limitati univalenti).

Infine, prendendo le mosse dalla monografia di Haraux [3], ha determinato
una condizione necessaria e sufficiente in modo che esista la soluzione u dell’in-
clusione differenziale (5), in uno spazio di Hilbert H, associata a (6), soddisfacente
la condizione di periodicita:

Mv(0) = Mu(T)
nel senso:

lim [|ML = (Mu(t) — Mo(T))|lz = 0.
t—0"
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