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Logiche modali con la proprieta
del punto fisso.

L. SACCHETTI

Abstract. — We introduce various kinds of fixed-point properties for modal logics, and
we classify the most prominent systems according to these. Our goal is to do a first
step towards a complete characterization of provability logics of (possibly non
standard) derivability predicates for Peano Arithmetic..

Premessa.

La logica modale della dimostrabilita &, in un senso che vedremo tra breve,
la logica dei predicati «standard» di dimostrabilita. Per predicato «standard»
di dimostrabilitd intendiamo un predicato Teor (x) che soddisfa le seguenti
condizioni di dimostrabilita:

a) PAF p se e solo se PA - Teor“p”
b) PA + Teor “p—q” — (Teor “p” — Teor “q”)

C) PA  Teor “p”ﬁTeOI-“TeOI. “p,m

(dove “p” indica il godeliano di p).
La logica che ne risulta e la cosidetta logica di Gédel-Ldb, cioe la logica mo-
dale i cui assiomi sono:

i) tutte le tautologie booleane
i) 0 (A—B)— (OA—B)

i) 0 (OA—A)—0OA
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e le cui regole sono:
i) Modus Ponens: A—B, A/B
ii) Necessitazione: A/CJA.

Da a), b), ¢) segue infatti 'analogo modale della ¢) cioé OA — A, mentre
Panalogo aritmetico della iii) segue dalle a), b), ¢) tramite il lemma di diagonaliz-
zazione.

In generale, la logica di un predicato di dimostrabilitd Teor “p” si definisce
cosl: sia F' I'insieme delle funzioni f dall'insieme delle formule modali all’'insieme
delle formule di PA tali che commutano con i connettivi booleani e che f(CJA) =
Teor “f(A)”. La logica del predicato Teor & I'insieme delle formule modali A tali
che per ogni fe F' si abbia PA - f(A).

Nella logica della dimostrabilita si ha una interessante traduzione del Lem-
ma di Diagonalizzazione: non solo ogni formula modale A(p) con p sotto 'azione
di O ha un punto fisso (che risulta tale solo in virtii degli assiomi e delle regole di
inferenza), ma tale punto fisso € unico a meno di dimostrabile equivalenza e puo
essere calcolato (cfr. Sambin [11]). Si ha quindi che un sistema debole come una
logica modale proposizionale decidibile da informazioni nuove e interessanti su
un sistema «forte» come PA.

L’analisi dei fenomeni di incompletezza, e specialmente del secondo teorema
di Godel, ha rivelato la dipendenza di quest’ultimo non solo dall’estensione del
predicato di dimostrabilita ma anche dall’'intensione; vi sono cioé predicati di di-
mostrabilita (cfr. ad esempio Feferman [5]) che pur essendo estensionalmente
corretti, sfuggono al raggio d’azione del secondo teorema di Godel. Una analisi
di tali predicati & contenuta in Visser [13].

Predicati diversi danno, in generale, luogo a logiche modali diverse. Cosa
possono avere in comune queste logiche? E chiaro che un predicato di dimostra-
bilita corretto dovra numerare esattamente I'insieme dei teoremi di PA. Un’ul-
teriore condizione naturale per un predicato di dimostrabilita ragionevole ¢ la
formalizzazione della chiusura per modus ponens, cioe: +— Teor“p—q” —
(Teor “p” — Teor“q”). Abbiamo cosi una logica minimale che ha come assiomi e
regole quelle di GL salvo l'assioma di Lob (O(OA—A) —OA.

Un altro aspetto molto importante di tali predicati & il fatto che essi non
sfuggono al Lemma di Diagonalizzazione. Ne viene che la logica di un predicato
di dimostrabilita deve essere compatibile con la esistenza di almeno un punto
fisso per ogni formula A(p) con p sotto 1. In altre parole, una logica modale L di
un predicato di dimostrabilita deve soddisfare la seguente proprieta: esiste un
modello di Kripke (X, R, I) la cui logica & L (cioé L I A se e solo se per ogni
x e X sia x I+ A) tale che per ogni formula modale A(p) con p sotto [ esiste una
formula D tale che per ogni x € X sia « |- D <> A(D). Sorge quindi il problema di
studiare le logiche modali compatibili con la esistenza del punto fisso in almeno
un modello della logica. Ogni logica L associata a un predicato di dimostrabilita
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gode ulteriormente della seguente proprieta (detta stabilitd rispetto alla pro-
prieta del punto fisso): siano qg, g1, ---, @u, .- nuove variabili, sia
Ay, ..., 4,, ... una enumerazione delle formule di L con p sotto (1. Sia L ° la logi-
caL + {A,(p/q,)<>q, |new} (con assiomi e regole estese al nuovo linguaggio).
Si ha facilmente che, se L & la logica di un predicato di dimostrabilita, allora L° &
una estensione conservativa di L (cioé se A & una formula di L, allora L+ A=
L A). Ad esempio si pud vedere che K4 e consistente rispetto alla proprieta
del punto fisso, ma non é stabile rispetto a tale proprieta.

La logica modale GL ha pero, come abbiamo detto, una proprietd molto piit
forte: data una formula A(p) con p sotto I'azione di O esiste una formula D le cui
variabili sono quelle di A(p) meno p, tale che GL = D <> A(D); inoltre D & unico a
meno di dimostrabile equivalenza e puo essere calcolato esplicitamente. In altre
parole, 'unico punto fisso e tale solo in base alla logica, e 1a logica stessa permet-
te di calcolarlo. Una logica con questa proprietad verra detta una logica con la
proprieta del punto fisso esplicito (un indebolimento della condizione consiste
nel richiedere la proprieta del punto fisso solo per formule con una sola variabile).

11 presente lavoro si colloca nell’ambito di una ricerca pili generale nel cam-
po della Logica della Dimostrabilita, cioe quello di classificare tutte le possibili
logiche modali che sono logiche della dimostrabilita di un qualche predicato di
dimostrabilita e isolare fra queste quelle che soddisfano la proprieta del punto
fisso esplicito. Finora, ben poco e stato fatto in tale direzione; in [13], Visser da
solo una serie di esempi di logiche di questo tipo. Nel presente lavoro affrontia-
mo la parte puramente modale del problema, concentrandoci sull’aspetto piti in-
teressante delle logiche della dimostrabilita: I'esistenza del punto fisso. I risul-
tati ottenuti non risolvono il problema, ma, a nostro avviso, costituiscono un ap-
prezzabile passo in avanti.

Un problema interessante, rimasto purtroppo insoluto, & quello di caratte-
rizzare GL attraverso la proprieta del punto fisso esplicito e altre proprieta na-
turali come la proprieta del modello finito, la proprieta della disgiunzione, etc.
Ad esempio, si puo formulare la seguente congettura: se L ha la proprieta del
punto fisso esplicito, se L ha la proprieta della disgiunzione forte (cioé
LFOAVOB=LHEF AoLHF B)e se halaproprieta del modello finito, allora
L >GL. Ci proponiamo di ritornare su questo problema in un lavoro futuro.

Nel paragrafo 1 vengono riportate alcune definizioni preliminari e si intro-
ducono le varie definizioni di proprieta del punto fisso.

Nel paragrafo 2 viene trattata la consistenza con la proprieta del punto fisso
nelle sue varie forme. Si vedra quali condizioni sintattiche una logica deve sod-
disfare per essere consistente con la proprieta del punto fisso. Verra poi data
una caratterizzazione, in termini di inclusione in uno dei due atomi del reticolo
delle logiche modali, delle logiche consistenti con la proprieta del punto fisso
esplicito.

Nel paragrafo 3 viene studiata la proprieta del punto fisso (esplicito e non
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esplicito). In particolare, si dimostrera che esistono logiche aventi la proprieta
del punto fisso esplicito che non estendono GL.

1. — Preliminari.

DEFINIZIONE 1.1. — La logica modale K ha come schemi di assiomi:
Al) tutte le tautologie booleane,
A2) OANDOA—B)—0OB
e come regole di inferenza:
R1) Modus Ponens: A— B, A/B,
R2) Necessitazione: A/OA.

DEFINIZIONE 1.2. — Una struttura di Kripke & una coppia (X, R), in cui X & un
insieme non vuoto i cui elementi sono detti nodi e R & una relazione binaria su X.

DEFINIZIONE 1.3. — Un modello di Kripke & una terna (X, R, I) dove (X, R)
& una struttura di Kripke e I~ & una relazione di soddisfacibilita tra nodi e for-
mule modali che soddisfa le seguenti condizioni:
i),ilal- T enonal- L,
iii) o I= = A se e solo se non a I+ A,
iv), v), vi) a |- AeB se e solo se (a I-A)e(al-B), per e e { A\, V,—},
vii) a I OA se e solo se, per ogni § € X tale che aRf, siha g |- A.

DEFINIZIONE 14. — Sia X = (X, R, IF) un modello di Kripke. Una formula A
évalidain X (X E,A) se e solo se, per ogni a € X, si ha a I+ A. Un insieme di for-
mule " e valido in X (X F,T") se e solo se ogni formula A el e valida in X.

DEFINIZIONE 1.5. — Una formula A & valida in una struttra (X, R) se A & vali-
da in ogni modello (X, R, IF) basato sulla struttura. Un insieme di formule I" &
valido in una data struttura se ogni formula di I" e valida nella struttura.

Nel seguito ci limiteremo a logiche modali che sono estensioni, attraverso

assiomi, della logica modale di base K. Gli schemi di assiomi pili utilizzati sono:

D:0OP— (P,

T:0OP—P,

4:OP—0OP,

Tr:OP<>P,

V.-OpP@O L),

W:O(@OP — P) — 0P,

H:O(OP<=P)—0P
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(dove QP = — [0 — P). Salvo avviso contrario una logica modale sara indicata
elencando i simboli dei suoi assiomi (ad esempio K4 avra come assiomi quelli di
K piu 4), con I'eccezione di GL, che indichera la logica K4W.

Nell'introduzione abbiamo messo in evidenza le possibili connessioni delle
logiche della dimostrabilita dei vari predicati di dimostrabilitd con diverse pro-
prieta del punto fisso. Elenchiamo qui una serie di versioni pili o meno forti di
tale proprieta.

DEFINIZIONE 1.6. — Una logica L ha la proprieta del punto fisso esplicito se,
per ogni formula A(p) con p sotto l'azione di [, esiste una formula D tale
che:

i) L+ D<AD),

ii) D contenga come variabili solo le variabili di A(p) eccetto p.

DEFINIZIONE 1.7. — L ha la proprieta del punto fisso non esplicito se in ogni
modello 91 di L ogni formula A(p) con p sotto I'azione di O ha punto fisso (cioé
per ogni modello I esiste una formula D tale che 9 =, D<>A(D)).

DEFINIZIONE 1.8. — Una logica L si dice consistente con la proprieta del pun-
to fisso se esiste un modello J1C di L tale che in esso ogni formula A(p) con p sotto
l'azione di O abbia punto fisso (cioe, esiste una formula D tale che I F,D<>
A(D)).

DEFINIZIONE 1.9. — Sia L una logica. Sia A,(p), A>(p), ..., A,(p), ... una
enumerazione di tutte le formule modali con p sotto l'azione di [J, e sia
P, pst, ..., P, ... la sequenza delle variabili di 4; diverse da p. Si dice che L &
consistente con la proprieta del punto fisso esplicito se esiste una sequenza di
formule D (p*), Dy(ps), ..., D,(py), ... tale che L+ {A4,(D,(p;))<
D,(p¥)|m=1,2, ...} & consistente. In altre parole, L & consistente con la pro-
prieta del punto fisso esplicito se almeno una sua estensione consistente (non
necessariamente chiusa per sostituzione) ha la proprieta del punto fisso esplicito.

DEFINIZIONE 1.10. — Sia L una logica. Sia L' la logica ottenuta estendendo il
linguaggio di L con nuove variabili ¢;, gs, ..., q,, ... ed estendendo gli assiomi e
le regole di inferenza di L. al nuovo linguaggio.

Sia A;(p;), As(ps), ... una enumerazione di tutte le formule di L con una va-
riabile sotto 'azione di .

SiaL’°=L"+A(q1)<q + ... +A,(q,)<>q, + ... e le cui regole sono R1 e
R2.

L si dice stabile rispetto alla proprieta del punto fisso se L° & conservativa su
L, cioé se per ogni formula A di L si ha: L°+ A se e solo se L+ A.
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2. — Consistenza con la proprieta del punto fisso.

TEOREMA 2.1. — i) Se L ¢ consistente con la proprieda del punto fisso allora,
per ogni formula A(p) con p sotto O tale che L = A(T ), A(p) — p non puo esse-
re un teorema di L.

ii) Se L ¢ consistente con la proprieta del punto fisso allora, per ogni for-
mula A(p) con p sotto O tale che L = — A(L), p— A(p) non puo essere un teo-
rema, di L.

DIMOSTRAZIONE. — i) Per assurdo: sia 9t = (X, R, I-) un modello di L tale
che Ik, 7 A(q)<>q. Percio Nk, ~A(q)<>q e M E,A(q) —q dunque
I E,q. Quindi 9 E,q<= T. Siha percio che 91 F, A(q) <= A( T ) e quindi, poiché
L+ A(T), vale 9t E,A(q). Si ha percio It E, — ¢, assurdo.

ii) segue da i) considerando la formula — A(— p).

COROLLARIO 2.2. — Nessuna estenstone di KT ¢ consistente con la proprieta
del punto fisso.

DIMOSTRAZIONE. — Dal teorema precedente, prendendo A(p) =Op.

TEOREMA 2.3. —1i) Per ognin =1, K4 + — 0" L non ¢ consistente con la pro-
prieta del punto fisso.

ii) K4+ — 0O L ¢ consistente con la proprieta del punto fisso.

DIMOSTRAZIONE. — i) Da K4 + proprieta del punto fisso si deduce 'assioma di
Léb O(Op—p)—0Op. Da = O" L si deduce poi successivamente (0 — 1" L,
O L (assioma di Lob), 0" L (R2) e infine L.

ii) Sia (¥, R) la struttura in cui l'insieme dei nodi & I'insieme dei numeri na-
turali e xRy se e solo se x =y + 1. R e inversamente ben fondata. Poniamo, per
ogni Xc N, tz(X) = {x| per ogni y (xRy —y eX)}. Sia ora p(v, ¥, Y2, ---» Yn)
un polinomio con v sotto 'azione di 7, e siano Y7, ..., Y, c V. Essendo, come det-
to, v sotto l'azione di 7 per ogni neN, XCN, 'appartenenza o meno di n a
pX, Yy, Y,, ..., Y,) dipende solo da XN {0, ..., n—1}, cioe se XN {0, ...,
n—1}y=2Zn{0,...,n—1} allora neplX,Y,...,Y,) sse neplZ,
Yy, ..., Y,). Definiamo allora D, = LkJD;c ove: Dy=0se0¢pld, Y, Y, ..., Y,),

Dy= {0} altrimenti; D, ;=D sen+1¢pD;, Y1, ..., Y,), Dy 1 =D, U {k +
1} altrimenti. E facile vedere che D,=pD,, Y, ..., Y,). Consideriamo ora
lalgebra @ =( p(N), N, U, €, 8, N, T) (ove € indica 'operazione di comple-
mentazione). Definiamo ora per ogni Y, Ze p (V) Y ~Z se e solose (Y —Z) U
(Z —Y) & finito. E presto visto che ~ & una congruenza di @. Sia B I'algebra
quoziente. E chiaro che $ mantiene le proprieta equazionali di @, e quindi ogni
polinomio p(x) con & sotto 'azione di v ha punto fisso in B. Inoltre 'equazione
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7(0) =0 e soddisfatta in B, poiché se X c/V & un insieme finito, 7(X) & finito.
E poi facile, utilizzando la dualita di Halmos (cfr. Halmos [6]), ottenere da $ un
modello di K + — O L in cui ogni formula A(p) con p sotto (I ha punto fisso.

11 seguente teorema fornisce una caratterizzazione delle logiche consistenti
con la proprieta del punto fisso esplicito.

TEOREMA 2.4. — Una logica modale L ¢ consistente con la proprieta del pun-
to fisso esplicito se e solo se LCK+ 0 L.

DIMOSTRAZIONE. — =>: Sia L’ una estensione consistente di L. con la proprie-
ta del punto fisso esplicito. Evidentemente L' ¢ KT poiché in KTr la formula
— Op non ha punto fisso. Quindi L'cK+O L eLcK+0O L.

<:Se LcK+ 0O L,allora K+ L e una estensione consistente di L con la
proprieta del punto fisso esplicito.

La stabilita rispetto alla proprieta del punto fisso e invece caratterizzata
dalla

PRrOPOSIZIONE 2.5. — L ¢ stabile rispetto alla proprieta del punto fisso se e
solo se ¢ chiuso rispetto alla regola:

vey

dove: n, k sono numeri naturali arbitrari, q; non ha occorrenze in B, q; compa-
re solo in A;(q;) e non in A;(q;) con © # .

DiMOSTRAZIONE. — Un facile esercizio.
Si ha anche la seguente caratterizzazione algebrica:

PROPOSIZIONE 2.6. — L ¢ stabile rispetto alla proprieta del punto fisso se e
solo se esiste un’algebra A generica per la varieta corrispondente a L, tale che
m A ogni polinomio con una variabile sotto l'azione di T abbia punto fisso.

DIMOSTRAZIONE. — =: Sia @ l'algebra di Lindenbaum di L °. Poiché L° & con-
servativa su L, A é generica per la varieta corrispondente a L. Inoltre in @ ogni
polinomio con una variabile sotto ’azione di 7 ha punto fisso.

<: Sia A generica per la varieta corrispondente a L, tale che in A ogni poli-
nomio con una variabile sotto 7 abbia punto fisso. Per il teorema di Lowenheim-
Skolem, possiamo supporre || < X,. Definiamo interpretazione di L in @ una
mappa f dalle formule di L in A tale che:

D f(L)=0,/T)=1,
i) f(= A) = vf(A) (ove v indica 'operazione di complementazione),
i) f(OA) = 7f(4),
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iv) f(A = B) = f(A) = f(B) per ogni connettivo binario .

Poiché @ e generica per la varieta corrispondente a L, si ha che L+ A see
solo se f(A) = 1 per ogni interpretazione fdi L in d.

Supponiamo che L + [¢<>A(¢) N\ ... N\O"(A(q) <>q)] — B, con ¢ sotto (] in
A(q) e gnonin B.

Sia fun’interpretazione arbitraria. Poiché @ ha la proprieta del punto fisso,
esiste una interpretazione f' che differisce da f al pill su ¢ tale che ' (A(q)) =
f'(q). Siavra: f'(B) = 1. Poiché q non occorre in B, f(B) =f'(B) = 1. Per la ar-
bitrarieta di f'si ha L - B.

Nel paragrafo 3 vedremo che, per ogni n >0, K + 0" L, ha la proprieta del
punto fisso esplicito. Questo consente di dimostrare il seguente

THEOREMA 2.7. — K ¢ stabile rispetto alla proprieta del punto fisso.

DIMOSTRAZIONE. — Basta dimostare che se K I# B allora K°t# B. Se K+ B
esiste un modello finito e inversamente ben fondato 91 tale che 9 Fy, K, M ¥, B.
Evidentemente per qualche %, 9 E,O0" L, onde I E, K + " L. Poiché K +
0" L ha la proprieta del punto fisso esplicito, per ogni formula A;(p) esiste D,
tale che I F,A;(D;)<=D;. Definendo « I+'(q,) se x I D;, si estende 9T a un
modello 91" tale che M =, K°, 9’ ¥, B. Quindi K°i- B.

E facile dimostrare che: i) Se L ha la proprieta del punto fisso esplicito, allo-
ra L é stabile rispetto alla proprieta del punto fisso. ii) Se L é stabile rispetto alla
proprieta del punto fisso, allora L & consistente con la proprieta del punto fisso
(altrimenti L° L, L -+ 1). Nessuna delle i), ii) pud essere invertita. Infatti
per il teorema 2.7 K ¢ stabile rispetto alla proprieta del punto fisso ma non gode
di tale proprieta e K4 é consistente con la proprieta del punto fisso (essendo sot-
toteoria di GL) ma non & stabile rispetto a tale proprietd (in quanto K4’ GL
(cfr. Magari [8])).

3. — Logiche aventi la proprieta del punto fisso.

Ovviamente ogni estensione di GL ha la proprieta del punto fisso esplicito.
Siamo interessati alle logiche con la proprieta del punto fisso esplicito che non
sono estensioni di GL. Daremo due esempi. Per il primo (la logica di Boolos KH)
possiamo dimostrare la proprieta del punto fisso esplicito solo per le formule in
una variabile. Per il secondo (K + 0" L, n arbitrario) dimostreremo invece la
proprieta del punto fisso esplicito per formule qualsiasi. E curioso notare che
KH non ha la proprieta del modello finito, mentre K + 1" L non ha la proprieta
della disgiunzione forte. Resta per ora la congettura che una logica modale con
la proprieta del punto fisso esplicito, con la proprieta della disgiunzione forte e
con la proprieta del modello finito sia una estensione di GL.
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ProPOSIZIONE 3.1. — Limitatamente alle formule con una variabile, KH ha
la proprieta del punto fisso esplicito.

DIMOSTRAZIONE. — Se B €& priva di variabili vale: GL - B se e solo se KH + B
(cfr. Boolos [4] e Magari [9]). Dunque per ogni formula A(p) con p sotto I'azione
di O, esiste una formula D chiusa tale che KH + D<= A(D).

Poiché Magari dimostra in [9] che KH e strettamente piu debole di GL, KH
potrebbe, a priori, non avere la proprieta del punto fisso per formule qualunque.
La seguente proposizione prova comunque che, per ogni 7 € N, la logica K + 1" L
(che, per n>2, non estende GL) ha la proprieta del punto fisso esplicito.

PROPOSIZIONE 3.2. — Per ognin >0, K + " L ha la proprieta del punto fis-
so esplicito.

DiMOSTRAZIONE. — Da Bellissima [1] segue che, per ogni & e N, esiste un mo-
dello A-canonico I di K in cui la relazione & inversamente ben fondata, e tale
che, per ogni mondo «, esiste una formula @ , in py, ..., p,, tale che x I @ , e, se
x #y, allora y I = @ . Definiamo, per ogni nodo ¥, un numero ordinale livy,
ponendo livy = sup {livz + 1 |yRz}. Si vede facilmente che la definizione e ben
posta. Inoltre I'insieme dei nodi di livello < % di tale modello e finito. Quindi per
ogni e N e per ogni 7 >0 K+ 0" L ha un modello /-canonico finito e inversa-
mente ben fondato. Ovviamente, se J1¢, & il modello Z-canonico di K + 0" L e se
A e una formula in p,, ..., py, si ha: 9, FE, A se e solo se K+ 1" L - A. Sia ora
A(p, pg, ---, pr) una formula con p sotto (I e sia I, il modello A-canonico per
K+ " L. Per quanto dimostreremo nel teorema 3.7, possiamo estendere il for-
cing a p in modo da ottenere un modello J17;, in cui sono forzate le stesse formule
inpy, ..., pyetale che M, Exp<=A(p, po, ..., pp).-SiaY = {x ey, |x |- p} esia
D=\ o,

reY
Si ha: 9 E,D<AWD, py, ..., py), € quindi K+O'LFD<
A(D, py, ..., pp)- Dunque K + 0" L ha la proprieta del punto fisso esplicito.

Vediamo ora alcuni risultati riguardanti la proprieta del punto fisso non
esplicito.

TEOREMA 3.3. — Ogni logica con la proprieta del punto fisso puo essere inva-
lidata in ogni struttura (X, R) in cui esiste wun ciclo del tipo
aiRay...a,_1Ra,Ra; (in particolare, in ogni struttura contenente un nodo
riflessivo).

DiMOSTRAZIONE. — Consideriamo la formula A(p) = - O"p V ¢q. Costruiamo
un modello su (X, R) in cui A(p) non ha punto fisso. Sia a I — ¢, a;I- g per
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1 <1 <n, definiamo poi SI- ¢ per ogni f ¢ {a 1, asg, ..., a, }. Sivede facilmente
che in tale modello A(p) non ammette punto fisso.

COROLLARIO 3.4. — Se L ha la proprieta del punto fisso e la proprieta del mo-
dello finito, allora L é completa rispetto a una classe di strutture inversamen-
te ben fondate.

DIMOSTRAZIONE. — Segue dal fatto che ogni modello finito e privo di cicli & in-
versamente ben fondato.

TEOREMA 3.5. — 1) Sia I = (X, R, IF) un modello finito di una logica L tale
che per ogni Y ¢ X esista una formula Ay tale che, per ogni x € X, x I+ Ay se e so-
lo se xeY. Supponiamo che in tale modello esista un ciclo del tipo
aiRay...a,_1Ra,Ra;. Allora esiste una formula che non ammette punto
fisso in I

ii) Sia M = (X, R, IF) un modello qualsiasi di una logica L tale che esista
un ciclo aRay...a,_1Ra, Ro;in cui a; e in relazione solo con a; .. Allora
esiste una formula che non ammette punto fisso in IN.

DIMOSTRAZIONE. - i) Siano S, 2, ..., B, 1 nodi non appartenenti a
{ai, as, ...,a,}esial={1,2, ..., m}.
SiaA(p)=-0O"p \/Iqbﬂi dove:
1e

1) p non compare in nessuna delle ¢ 4,
2) ¢ 4, indica una formula che vale esattamente in ;.

Si vede facilmente che in 1T 1a formula A(p) non ammette punto fisso.
ii) E facile provare che in I la formula A(p) = — [0"p non ha punto fisso.

Si ha percio il seguente legame tra proprieta del punto fisso e canonicita:

TEOREMA 3.6. — Se L ha la proprieta del punto fisso e gode della regola della
disgiunzione, allora L non ¢ canonica.

DIMOSTRAZIONE. — Se L ¢ fornita della regola della disgiunzione allora il mo-
dello canonico & fortemente generato (cfr. Hughes-Cresswell [7]) e dunque esi-
ste un punto riflessivo. Per quanto dimostrato nel teorema 3.3 tale modello non
puo essere basato su una struttura in cui L e valida.

I legami tra fondatezza e punto fisso sono evidenziati, oltre che dal corollario
3.4, dal seguente:

TEOREMA 3.7. — Sta L un linguaggio modale nelle variabili py, ..., Pu, --., €
sia L' il linguaggio ottenuto aggiungendo a L le nuove variabili qy, ..., @y, ...
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Sia M = (X, R, I+) un modello di Kripke con R inversamente ben fondata. E
possibile allora estendere |- a una relazione di forcing ="' su L' tale che, per
ogni formula A(p) di L' con p sotto Uazione di O, esista una variabile q; tale
che Mz q;<>A(plg;).

DIMOSTRAZIONE. — Sia Ay(p), A;(p), ... una enumerazione delle formule di
L’ con p sotto 'azione di (. Procediamo per induzione su 7. Supponiamo di aver
esteso, per ogni j <1, la relazione di forcing su una variabile ¢,, in modo che
M F2q,,<>A;(p/q,,). Sia g una variabile tale che ¢ ¢ {g,, |j < i} e che ¢ non occor-
ra in aleun A; con j < i.

Definiamo I+’ su ¢ per induzione sul rango (rispetto alla relazione ben fon-
data R 1) del nodo x. Assumiamo dunque (ipotesi induttiva) di aver definito I’
per tutte le coppie (¥, q) con xRy, in modo che per ogni y se xRy alloray IF' g<=
A;(p/q). Poiché p e sotto I'azione di [1in A;, la definizione di I~ su tutte le coppie
(¥, q) con xRy determina univocamente se x I-"A4;(p/q) o meno. Definiamo allo-
ra: x I+’ ¢ se e solo se x I-"A;(p/q).

E presto visto che I’ soddisfa i nostri requisiti.

Considerazioni finali.

I risultati di questo lavoro consentono di classificare le principali logiche
modali rispetto alle varie proprieta di punto fisso. Riassumendo si ottiene che i
sistemi KV e KW hanno la proprieta del punto fisso esplicito, K4 € consistente
con la proprieta del punto fisso esplicito ma non é stabile rispetto alla proprieta
del punto fisso, K & stabile rispetto alla proprieta del punto fisso, mentre le altre
logiche modali piu utilizzate (tutte le estensioni di KT, KD4, KDAE, KTr) non
sono consistenti con nessuna proprieta del punto fisso.

Ringraziamenti. L’autore e grato al prof. Franco Montagna per la gentile
collaborazione e i preziosi consigli.
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