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Sugli sviluppi della matematica applicata
in un settore interdisciplinare: la finanza matematica.

WOLFGANG J. RUNGGALDIER

Sommario. – La moderna finanza matematica è un settore interdisciplinare
tra economia e matematica che, allo stato attuale, è a forte contenuto mate-
matico, soprattutto probabilistico. Iniziamo questo articolo accennando alle
origini di questa disciplina, che non sono molto lontane nel tempo e che era-
no di natura più economica/econometrica. Successivamente arriveremo a
descrivere gli sviluppi più recenti e più tipicamente matematici.

1. – Introduzione.

Ci si prefigge qui di dare una breve descrizione dello sviluppo
che ha portato alla moderna finanza matematica e di come questo
sviluppo si sia concretizzato nello stato attuale della disciplina. La fi-
nanza matematica ha recentemente suscitato un notevole interesse,
sia teorico che pratico. Da un lato c’è stata l’introduzione di nuovi
strumenti finanziari destinati soprattutto a controllare il rischio nel-
le operazioni finanziarie e questo ha condotto a nuovi problemi di na-
tura non solo economica, ma anche matematica. Dall’altro lato, que-
ste nuove problematiche costituiscono un terreno fertile per l’appli-
cazione di tecniche matematiche abbastanza sofisticate, soprattutto
di natura probabilistica.

Lo sviluppo della teoria della finanza matematica è un tipico
esempio di interdisciplinarità tra matematica ed economia. I primi
sviluppi erano prevalentemente di natura economica/econometrica.
Gli aspetti matematici sono diventati via via più consistenti, soprat-
tutto dal momento in cui nella teoria economica si è passati da mo-
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delli uniperiodali, o più generalmente modelli a tempo discreto, a
modelli intertemporali a tempo continuo (per una illustrazione più
dettagliata dei concetti di modello uniperiodale e modello intertem-
porale si rimanda al paragrafo 2).

Come tipicamente accade in queste situazioni, è difficile dare un
quadro completo dello sviluppo di tutte le tematiche di interesse per
l’attuale finanza matematica. Qui si è cercato di illustrare alcuni de-
gli sviluppi più incisivi ed, inevitabilmente, la trattazione risente del-
le competenze e degli interessi specifici dell’autore. Per mantenere
più contenuta la trattazione, si è per esempio deliberatamente trala-
sciato ogni accenno al campo assicurativo ed ai legami di quest’ulti-
mo con la finanza matematica. Similmente, non sono trattati aspetti
particolari del mercato obbligazionario.

Poiché la disciplina è molto recente, anche lo sviluppo storico lo è.
Mentre le radici possono essere cercate in un passato più lontano, il
vero sviluppo è avvenuto in tempi recenti e, con qualche eccezione
(si veda p.es. [4]), risale agli ultimi 50 anni. Gli aspetti più propria-
mente matematici hanno avuto uno sviluppo ancora più vicino nel
tempo anche se le tecniche matematiche stesse appartengono al pa-
trimonio culturale della matematica ed hanno quindi una storia più
lunga. In accordo con quanto sopra, non è quindi molto facile reperi-
re trattazioni della disciplina a carattere storico. Ci limitiamo qui a
citare i recenti articoli [20], [52].

Nel successivo paragrafo 2 accenneremo alla teoria classica del
portafoglio e dello asset pricing. Questa teoria classica, anche se
non priva di contenuto matematico, è stata sviluppata soprattutto in
campo economico/econometrico ed è legata a nomi famosi, tra cui va-
ri premi Nobel. Questa teoria costituisce però la base per gli sviluppi
recenti anche di natura più matematica e così, nel sottoparagrafo
2.3, cercheremo di dare un cenno a come questa teoria classica si è
concretizzata nell’attuale stato dell’arte. Nel paragrafo 3 cerchere-
mo poi di dare un cenno a come, parallelamente ed in campo più pro-
priamente matematico-statistico-fisico, si è sviluppata una teoria dei
mercati finanziari che si concentra sulla descrizione dell’evoluzione
dei prezzi dei titoli di mercato e che risale all’inizio del secolo scorso.
Nell’ultimo paragrafo 4 ci concentreremo infine sullo sviluppo più
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recente che ha visto la matematica, in particolare la probabilità, en-
trare in maniera decisiva.

2. – La teoria classica del portafoglio e dello asset pricing e sue
estensioni.

La teoria classica riguarda uno sviluppo in campo più propria-
mente economico/econometrico e che ha portato alla definizione di
alcuni concetti fondamentali, sulla base dei quali ha poi potuto svi-
lupparsi la teoria più recente.

2.1. Decisioni in condizioni di incertezza e scelta del portafo-
glio.

Gli inizi si concentrano soprattutto sulla teoria del portafoglio.
Essa riguarda un investitore che deve prendere una decisione su co-
me ripartire il suo capitale investendolo in vari titoli/beni, con l’o-
biettivo di scegliere una strategia ottimale di investimento: dato un
capitale (ricchezza) iniziale x, l’investitore deve decidere quante uni-
tà di quale titolo (bene) possedere in quale istante di tempo. Le con-
seguenze della decisione vengono valutate in termini dell’utilità at-
tesa della ricchezza finale al tempo T, che il decisore cerca di massi-
mizzare. Per semplicità, qui ci limitiamo a considerare solo decisioni
di investimento e non anche di consumo; la valutazione delle decisio-
ni si limita quindi all’utilità della richezza (rendimento) finale.

Siccome i prezzi dei titoli sono aleatori, una tale teoria si collega
naturalmente alla teoria delle decisioni in condizioni di incertezza. Si
può far risalire quest’ultima a Bernoulli (si veda la riedizione [6]) ed
il riferimento più classico è quello dei contributi di Von Neumann e
Morgenstern [54], anche se vi hanno contribuito molti altri autori tra
cui citiamo De Finetti (per una descrizione della sua attività scienti-
fica si veda p.es. [1]).

Uno dei concetti economico-matematici legati alla teoria delle de-
cisioni in condizioni di incertezza è quello di funzione di utilità, che
rappresenta un indicatore del grado di soddisfazione di un individuo
in conseguenza della disponibilità di un capitale o di un consumo. Le
funzioni di utilità più usate sono quelle di un decisore avverso al ri-
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schio e sono funzioni strettamente crescenti e strettamente concave,
il che esprime il fatto che un investitore preferisce sempre più capi-
tale (consumo) a meno, ma l’utilità aggiuntiva dovuta ad un’unità ag-
giuntiva di capitale (consumo) decresce col livello di quest’ultimo.

Per la teoria delle decisioni vale il principio di Bernoulli dell’uti-
lità attesa, secondo il quale la scelta del decisore risulta quella che
massimizza l’utilità attesa. Questo principio si applica anche alla
scelta ottimale di portafoglio: ogni portafoglio ha infatti un suo ren-
dimento (finale) e, piuttosto che massimizzare il suo rendimento at-
teso, si cerca di massimizzare l’utilità attesa di tale rendimento. Co-
me osservato da Markowitz [43], la massimizzazione del rendimento
atteso porterebbe ad investire in portafogli poco diversificati che,
assieme ad un rendimento elevato, implicherebbero però anche un
rischio elevato.

2.2. Il principio media-varianza (Markowitz) ed il CAPM (Capital
Asset Pricing Model).

Prescindendo dalla teoria, più economica, di equilibrio iniziata es-
senzialmente con i lavori di Arrow e Debreu [3], la teoria moderna
della finanza inizia con la teoria del portafoglio di Markowitz. Sup-
ponendo di misurare il rischio di un investimento mediante la va-
rianza del suo rendimento, Markowitz [43] concepisce la funzione di
utilità in termini di valore atteso e varianza del rendimento. Viene
ipotizzato un investitore che tende a realizzare, per ogni livello di ri-
schio, il massimo rendimento atteso oppure, a parità di rendimento
atteso, l’investimento a minor rischio. Questo ha portato al principio
media-varianza di Markowitz. Indicando con f una data strategia
di investimento e con m(f) e s 2 (f) media e varianza, rispettivamen-
te, del rendimento del corrispondente portafoglio, il principio consi-
ste in:

l Dato un confine superiore s 2 per s 2 (f), scegliere f tale che
m(f) sia massima per tutti i f con s 2 (f) Gs 2 ;
oppure:

l Dato un confine superiore m per m(f), scegliere f tale che
s 2 (f) sia minima per tutti i f con m(f) Gm.
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Questo esprime il fatto che un individuo preferisce un aumento
del benessere che però nello stesso tempo minimizzi il rischio con-
nesso con un possibile guadagno.

Una formulazione alternativa, più sintetica, del principio media-
varianza è di scegliere f in modo da massimizzare m(f)2as 2 (f)
per un a assegnato, cioé di massimizzare una media pesata di m(f) e
s 2 (f).

Nel seguito, quando considereremo il problema della ottimizza-
zione della scelta del portafoglio senza riferimento specifico al crite-
rio media-varianza, intenderemo il problema più generale descritto
nel precedente sottoparagrafo e cioé quello di scegliere una strate-
gia di investimento f* tale che

E]u(Yx , f* )( 4 sup
f

E]u(Yx , f )((1)

dove Yx , f indica il rendimento di un portafoglio corrispondente ad
un capitale iniziale x e ad una strategia di investimento f e dove u(Q)
è la funzione utilità di un investitore avverso al rischio, cioé crescen-
te e concava. È implicito che supporremo l’esistenza dei valori attesi
in (1). Facciamo anche notare che (si veda p.es. [11]) il criterio (1)
con u(Q) concava non è in generale (cioé per qualsiasi distribuzione
di Yx , f) equivalente a quello di media-varianza, ma solo per u(Q) qua-
dratica e concava.

Dalla teoria della scelta del portafoglio trae origine una teoria di
valutazione o prezzaggio (Capital Asset Pricing Model - CAPM) e
che si può collegare ai lavori [51], [38], [47]. Si tratta di una teoria di
equilibrio di mercato per i prezzi dei titoli sotto condizioni di rischio
e fondata sulla seguente osservazione: poiché gli investitori si basa-
no sulla compensazione tra rischio e rendimento, in equilibrio i titoli
ad alto rischio devono compensare gli investitori offrendo rendi-
menti più elevati.

2.3. Sviluppi ulteriori della teoria classica come fondamento della
moderna teoria della finanza matematica.

Nella teoria classica di Markowitz e del CAPM ci sono varie limi-
tazioni, tra cui:
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l Il rischio di un portafoglio è misurato con la varianza del suo
rendimento, che penalizza simmetricamente le deviazioni dalla me-
dia e quindi in ugual modo scarti sia negativi che positivi. Il criterio
della varianza richiede, inoltre, anche la determinazione delle cova-
rianze tra titoli, che può risultare estremamente onerosa;

l il modello è uniperiodale, mentre in realtà gli investitori ri-
bilanciano i loro portafogli nel corso del tempo per far fronte a cam-
biamenti nelle attese dei prezzi.

Si parla di modelli uniperiodali se si suppone che il decisore può
prendere una decisione una sola volta all’inizio del periodo di inte-
resse. Si parla invece di modelli multiperiodali se il periodo di inte-
resse viene scomposto in più sottoperiodi, in ciascuno dei quali si af-
fronta un problema di tipo uniperiodale. Generalmente in un model-
lo multiperiodale i singoli problemi uniperiodali non sono indipen-
denti tra loro, ma la scelta di una data decisione in un dato periodo
incide sulla scelta delle decisioni nei periodi successivi. Si parla allo-
ra di modelli intertemporali.

Per ovviare agli inconvenienti sucitati, si sono avuti successiva-
mente vari sviluppi. Nel seguito accenniamo ad alcuni tra i più signi-
ficativi di questi.

2.3.1. M i s u r e a l t e r n a t i v e d i r i s c h i o .

Nonostante tutte le critiche alla varianza come misura di rischio,
essa è rimasta a lungo la principale misura di rischio e questo anche
per la sua trattabilità matematica in quanto valore atteso del qua-
drato degli scarti. Solo recentemente sono state introdotte altre mi-
sure di rischio più realistiche, in particolare misure asimmetriche
come lo shortfall risk che è il valore atteso del quadrato (o di una
funzione convessa) degli scarti negativi. Più in generale, sono state
introdotte le cosiddette misure coerenti di rischio (si veda [2]).

2.3.2. M o d e l l i f a t t o r i a l i e d A P T .

Per evitare l’oneroso calcolo delle covarianze nel modello di Mar-
kowitz, una modifica è stata operata ancora da Sharpe nel 1963 (si
veda [50]) scomponendo il rendimento di un generico titolo in una
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parte sistematica dovuta ad un portafoglio di mercato (media pesata
dei rendimenti di tutti i titoli circolanti con pesi dati dalle proporzio-
ni secondo le quali circolano) ed in una parte non sistematica. Le
parti non sistematiche sono supposte non correlate tra loro. In que-
ste condizioni la covarianza tra titoli si calcola semplicemente me-
diante la varianza del portafoglio di mercato utilizzando poi anche i
coefficienti che legano il rendimento dei vari titoli al portafoglio di
mercato (si veda p.es. [12]). Si ha, inoltre, che il portafoglio di mer-
cato viene assunto come una variabile esplicativa, a cui ricondurre la
parte principale della aleatorietà dei prezzi dei titoli. Nella estensio-
ne del CAPM, chiamata APT (Arbitrage Pricing Theory) e che risa-
le principalmente a Ross [49], si considerano più variabili esplicative
o fattori. Il temine fattore è qui usato in analogia a quanto avviene in
Statistica, dove uno dei problemi è di ricondurre la variabilità di una
grandezza aleatoria a quella di alcuni fattori esplicativi, che si sup-
pone incidano sulla grandezza in esame. Questo ha portato a modelli
fattoriali del tipo

Y i4a i1 !
j41

n

b i , j F j1R i(2)

dove il rendimento (yield) Y i del titolo i-esimo è considerato una
combinazione lineare di n fattori F j (la parte sistematica) e di un re-
siduo R i (la parte non sistematica). Modelli del tipo (2) ricordano in-
fatti i modelli fattoriali (regressione di Y i sugli F j) in uso in Statisti-
ca ed esprimono appunto il rendimento dei vari titoli in funzione di
alcuni fattori aleatori che pilotano tutto il mercato. Modelli fattoriali,
non necessariamente lineari, sono tuttora largamente usati nella
modellistica dei mercati, in particolare dei mercati obbligazionari (si
veda p.es. [21]).

2.3.3. I l p r i n c i p i o d i a s s e n z a d i o p p o r t u n i t à d i a r b i t r a g -
g i o c o m e b a s e p e r l a v a l u t a z i o n e d e i t i t o l i .

Già nello APT, per la valutazione di titoli, ci si basa sul principio
di assenza di opportunità di arbitraggio. Secondo tale pricipio, in
equilibrio i prezzi dei titoli devono soddisfare ad una coerenza inter-
na che rende impossibile creare una strategia di investimento senza
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rischio specifico la quale, partendo da un costo nullo, garantisca un
profitto quasi certamente positivo. La giustificazione di questo prin-
cipio si basa sul fatto che gli investitori sono razionali e sfruttano
ogni possibilità di arbitraggio. La conseguenza è che una possibilità
di arbitraggio non può perdurare. Questo principio è tuttora il prin-
cipio basilare per valutare titoli derivati. Questi sono titoli, il cui
prezzo deriva dal prezzo di altri titoli sottostanti detti anche prima-
ri. Il principio viene utilizzato formando portafogli che includono il
titolo da prezzare e che siano localmente non rischiosi. Si impone poi
che il rendimento del portafoglio così ottenuto sia uguale a quello
di un titolo non rischioso (a rendimento certo) come può esserlo un
conto bancario. (Sempre per il principio di assenza di opportunità di
arbitraggio, tutti i titoli non rischiosi dovrebbero avere lo stesso
rendimento).

2.3.4. M o d e l l i i n t e r t e m p o r a l i .

La limitazione decisamente più forte nel modello di Markowitz e
del CAPM è il fatto di essere uniperiodale. Dopo alcuni lavori appar-
si negli ultimi anni ’60 su un’estensione intertemporale a tempo di-
screto, è subentrato il lavoro di Merton [45]. Esso utilizza modelli a
tempo continuo, che si collegano ai modelli sull’evoluzione dei prez-
zi, che erano stati sviluppati nel frattempo (si veda il successivo pa-
ragrafo 3). Il passaggio a tempo continuo ha richiesto una maggiore
sofisticazione matematica e questo ha fatto si che la matematica ab-
bia acquisito una ancora maggiore importanza nella finanza. L’e-
stensione intertemporale non era immediata e molti lavori si sono
succeduti occupandosi del problema. L’approccio di Merton si basa
sul controllo stocastico, che è una disciplina matematica indipenden-
te per l’ottimizzazione dinamica in condizioni di incertezza. Per ga-
rantire il legame intertemporale della soluzione, viene introdotto il
concetto di portafoglio autofinanziante, che è un portafoglio in cui
le posizioni vengono ribilanciate nel corso del tempo senza aggiun-
gere capitale né consumare (la ricchezza prima di ogni ribilancia-
mento uguaglia la ricchezza dopo il ribilanciamento meno eventuali
costi di transazione). L’approccio di Merton, basato sul controllo sto-
castico, è un approccio che continua ad essere valido anche se, per
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alcune situazioni, è stato affiancato da una tecnica alternativa a cui si
accennerà nel sottoparagrafo 4.

3. – Modelli per la evoluzione dei prezzi.

3.1. Il contributo di Bachelier.

Uno dei lavori pionieristici sull’analisi dei mercati azionari e delle
opzioni è stata la tesi di Louis Bachelier Théorie de la Spéculation
sostenuta alla Sorbonna il 25 marzo 1900. Questa tesi (vedi [4]), or-
mai centennale, può essere considerata come l’inizio della moderna
finanza matematica. Essa inizia con con la descrizione dei prodotti
disponibili all’epoca sul mercato azionario francese, diverso da quel-
lo americano. Successivamente viene sviluppata tutta una teoria ma-
tematica per la modellizzazione dell’evoluzione dei prezzi ed, infine,
viene applicato il modello ottenuto per calcolare prezzi di opzioni
(per le opzioni si veda il successivo sottoparagrafo 4.2). Oltre agli
aspetti finanziari, un grosso contributo di questa tesi, che è una tesi
matematica con relatore Henri Poincaré, è di aver iniziato la teoria
del moto Browniano e di tecniche collegate di processi stocastici (di
Markov) e di calcolo stocastico. Per quanto riguarda gli aspetti fi-
nanziari, Bachelier si basa sul principio che l’attesa dello speculato-
re è zero. Egli accetta così implicitamente come assioma il fatto
che il mercato valuta i titoli usando una misura martingala (per que-
sto concetto si veda il sottoparagrafo 4.1).

Forse i tempi non erano ancora maturi e quindi, nonostante gli
impressionanti contributi di questa tesi, essa e Bachelier stesso ri-
masero a lungo in oscurità. È solo di recente che il contributo di Ba-
chelier è stato pienamente valorizzato e questo anche in conseguen-
za del recente rapido sviluppo della finanza matematica, come pure
della più approfondita conoscenza del ruolo fondamentale del moto
Browniano. In occasione del centenario della tesi di L.Bachelier,
nell’anno 2000 si sono tenute varie celebrazioni. Anche la Bachelier
Finance Society, recentemente creata, porta il suo nome. Per una
descrizione più dettagliata del contributo di Bachelier si rimanda a
[13] e [53].
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3.2. Modello lognormale e modelli alternativi al lognormale.

Il moto browniano introdotto da Bachelier conduce a distribuzio-
ni normali (gaussiane) con supporto tutto l’asse reale e quindi non è
propriamente adatto a descrivere l’evoluzione di prezzi, che non
possono assumere valori negativi. Un modello più adatto, e tuttora
comunemente usato, è il modello lognormale, secondo il quale il
prezzo S(t) di un generico titolo al generico istante t è dato dalla so-
luzione dell’equazione differenziale stocastica

dS(t) 4m(t) S(t) dt1s(t) S(t) dw(t)(3)

dove w(t) è un processo di Wiener (moto browniano), m(t) e s(t) sono
funzioni deterministiche del tempo e rappresentano, rispettivamen-
te, il coefficiente di deriva (drift) e la volatilità. Applicando la cosid-
detta formula di differenziazione di Ito (si veda p.es. [5]) al logarit-
mo Y(t) »4 log S(t) si ha infatti

dY(t) 4gm(t)2
1

2
s 2 (t)h dt1s(t) dw(t)(4)

che è un processo normale (gaussiano). Il processo S(t), definito da
(3), è quindi un processo il cui logaritmo è normale, cioé è lognorma-
le ed, essendo dato da S(t) 4exp [Y(t)], assume valori quasi certa-
mente positivi. Con m(t) fm e s(t) fs, il modello (3) è il modello ba-
se della teoria di Black e Scholes [9].

Ben presto, soprattutto mediante test statistici, ci si è accorti che
il modello lognormale (3) non rappresenta molto fedelmente i prezzi
effettivamente osservati. Ad iniziare da Mandelbrot [40] e Fama [24]
si è quindi cercato di proporre modelli più aderenti alla realtà, sosti-
tuendo in (3) il moto browniano w(t) con un processo L(t) cosiddetto
di Levy. Come il moto browniano, i processi di Levy sono processi
ad incrementi indipendenti, però la distribuzione degli incrementi è
più generale di quella normale, caratteristica per il moto browniano.
In particolare, mentre i processi S(t) soluzione di (3) hanno traietto-
rie continue, quelli che corrispondono a (3) con w(t) sostituito da
L(t) possono anche avere traiettorie discontinue e code grosse se-
condo quanto riscontrato nella realtà. Informalmente parlando, si
dice che una variabile casuale ha una distribuzione con code grosse
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se può assumere valori, che in senso assoluto sono molto grandi, con
probabilità superiore a quanto avviene con la distribuzione normale.
Si parla allora appunto di code grosse, perché nel grafico della di-
stribuzione le code sono più grosse di quanto avviene nella curva a
campana tipica della distribuzione normale. Per una trattazione più
esauriente di questo argomento si rimanda a [42]. Nel contesto dei
processi pilotati da un Levy si possono anche considerare i processi
diffusivi con salti, che sono stati utilizzati per la prima volta in [46]
e, più recentemente ad esempio in [44], [48], [8]. Sempre ancora re-
centemente si sono poi anche considerati modelli del tipo (3) con
w(t) un moto Browniano frazionario (si veda p.es. [41]).

Nonostante modelli alternativi a quello lognormale siano in circo-
lazione da molto tempo, quello lognormale continua ad essere un
modello molto usato e questo anche per la sua maggiore semplicità e
trattabilità matematica. Lo stesso modello (3) può però anche essere
usato per descrivere processi S(t) più generali di quello lognormale
se s(t), anziché funzione deterministica del tempo, viene considera-
ta un processo stocastico indipendente da w(t). Questi sono i cosid-
detti modelli a volatilità stocastica, a cui accenneremo nel prossimo
sottoparagrafo.

3.3. Modelli ARCH e modelli a volatilità stocastica

I modelli ARCH (autoregressive conditionally heteroskedastic)
erano diventati di moda negli anni ’80 per sopperire alle deficienze
del classico modello lognormale (si veda p.es. [23], [10], [30]). Si par-
te dall’osservazione che grossi cambiamenti nei prezzi tendono ad
essere seguiti da grossi cambiamenti, cosicché il passato recente
contiene informazione per la predizione seguente della varianza.
Questo ha condotto a modelli del tipo (3), in cui la volatilità è funzio-
ne del passato del processo stesso. Questi modelli hanno ora perso
un po’ della loro popolarità, essendo subentrati i modelli a volatilità
stocastica (si veda p.es. [34]), dove la volatilità è un processo stoca-
stico essenzialmente esogeno, cioé pilotato da fattori aleatori esoge-
ni al processo stesso.
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4. Fondamenti della moderna teoria probabilistica della finanza.

I modelli classici uniperiodali, che erano prevalentemente stati
sviluppati in ambito economico, richiedevano strumenti matematici
relativamente elementari. L’estensione a modelli intertemporali a
tempo continuo ha richiesto l’utilizzo di strumenti matematici più
avanzati quali i processi stocastici ed il calcolo stocastico, come pure
le equazioni alle derivate parziali.

4.1. I teoremi fondamentali dello Asset Pricing.

Si è visto come il principio di assenza di opportunità di arbitrag-
gio sia un principio fondamentale per la valutazione dei titoli. Esso è
un principio economico e ci si può chiedere se ammette una contro-
parte di natura matematica. I lavori fondamentali [31], [32] hanno
condotto al cosiddetto primo e secondo teorema fondamentale dello
asset pricing, che danno una risposta alla domanda appena posta.

Il primo teorema afferma che l’assenza di opportunità di arbi-
traggio (AOA) è essenzialmente equivalente all’esistenza di una mi-
sura martingala equivalente. Quest’ultima è una misura di probabi-
lità Q, equivalente a quella P del mondo reale, nella quale i prezzi
dei titoli rischiosi scontati rispetto al titolo non rischioso (ricordiamo
che, in base al principio di AOA, il titolo non rischioso è essenzial-
mente unico) formano delle martingale. Queste ultime sono processi
che, grossolanamente parlando, sono tali che le attese dei valori fu-
turi coincidono col valore corrente. Questa equivalenza di AOA con
l’esistenza di una misura martingala equivalente vale «essenzial-
mente». Vari raffinamenti si sono succeduti, tra cui citiamo come
esempio i lavori [17], [29] e, soprattutto, una serie di lavori di Del-
baen e Schachermayer (si veda p.es. [19]).

Il secondo teorema fondamentale afferma che, se il mercato è
completo (cioé tale che, pur di disporre di sufficiente capitale inizia-
le, ogni titolo derivato può essere replicato con un portafoglio autofi-
nanziante), allora la misura martingala equivalente è unica (si veda
p.es. [33]). Vedremo più avanti come questi risultati sono effettiva-
mente fondamentali nella moderna finanza matematica.
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4.2. Valutazione di derivati (formula di Black e Scholes).

Come già accennato, un derivato è un titolo (secondario), il
cui rendimento dipende dal valore di altri titoli sottostanti (primari).
Esempi classici di derivati sono le opzioni di acquisto (di vendita)
di tipo Europeo che danno al detentore il diritto di acquistare
(vendere) un dato sottostante ad un dato prezzo (prezzo di esercizio)
ad un dato istante T (maturità). Se K è il prezzo di esercizio
e S(T) il prezzo del sottostante alla maturità T, il valore in
T della corrispondente opzione di acquisto è quindi (S(T)2K)1.
Pare che le opzioni siano implicitamente esistite nella pratica
quotidiana fin dall’antica Grecia (storia di Talete di Mileto citata
da Aristotele nella Repubblica). Solo recentemente ci si è però
interessati a prezzare opzioni e derivati in generale. A prescindere
dagli accenni in [4], il contributo fondamentale qui è quello di
Black e Scholes [9] che, per un modello di mercato completo
ed utilizzando il principio di AOA, ricavarono un’equazione dif-
ferenziale alle derivate parziali per il prezzo di un’opzione nel
generico istante tET ipotizzato come una funzione F(t , S(t)) di
classe C 1 nel tempo t e di classe C 2 nel prezzo S(t) del sottostante.
Utilizzando risultati sulla rappresentazione probabilistica (formula
di Feynman-Kac, si veda p.es. [5]) di soluzioni di equazioni dif-
ferenziali alle derivate parziali con condizioni al bordo, risulta
F(t , s) 4E Q

t , s](S(T)2K)1(, dove la parte destra sta ad indicare
il valore atteso di (S(T)2K)1 nella misura Q, cioé l’unica misura
martingala equivalente, dato cha al tempo t il sottostante ha
valore S(t) 4s. (Per semplicità di trattazione supponiamo che
tutti i prezzi siano già scontati rispetto al titolo non rischioso).
Si noti che il risultato vale per qualunque derivato il cui rendimento
alla scadenza sia una funzione H(S(T)) sufficientemente regolare
di S(T), pur di sostituire H(S(T)) a (S(T)2K)1. La cosa importante
per il risultato è che il mercato sia completo. Per H(S(T)) 4 (S(T)2
K)1 il valore atteso può essere esplicitamente calcolato ed è
dato, appunto, dalla nota formula di Black e Scholes. Risultati
ulteriori si trovano, tra altri, in [46] ed in [14], nel quale ultimo
si considera un particolare modello di mercato completo, il modello
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binomiale a tempo discreto, che richiede tecniche matematiche
meno sofisticate ed ha quindi permesso una grande divulgazione.

Se il mercato non è completo, il che nella realtà accade sempre (la
completezza del mercato è solo una idealizzazione matematica) allo-
ra, in virtù del secondo teorema dello asset pricing, la misura mar-
tingala Q non é unica. L’espressione E Q

t , s](S(T)2K)1( fornisce al-
lora sempre ancora un prezzo che non ammette arbitraggio, ma que-
sto prezzo non è più unico. In altre parole, il principio di AOA non
basta per dare un prezzo univoco a derivati in un mercato incomple-
to. Occorre allora seguire una strada diversa per arrivare ad un
prezzo ed a questo accenneremo nel prossimo sottoparagrafo.

4.3. Strategie di copertura e valutazione in mercati incompleti.

Black e Scholes [9] utilizzano un modello di mercato completo e
questo significa che esiste un portafoglio autofinanziante f il cui
valore alla maturità replica perfettamente il rendimento finale del-
l’opzione. Indicando con Vf (t) il valore al tempo t del portafoglio f,
si ha cioé che Vf (T) 4 (S(T)2K)1 q.c. Per escludere arbitraggio, il
valore Vf (t) in tET di tale portafoglio deve quindi coincidere con il
valore dell’opzione nello stesso istante, deve cioé essere Vf (t) 4
E Q

t , s](S(T)2K)1(. Quindi, se il mercato è completo, il prezzo in tE
T di un derivato in condizioni di AOA si può anche ottenere come va-
lore in t di un portafoglio autofinanziante e di copertura (che cioé re-
plica perfettamente il rendimento finale).

Se il mercato non è completo, si possono considerare portafogli
autofinanzianti che, pur non essendo di copertura (di replica perfet-
ta), sono vicini ad esserlo e poi definire il prezzo del derivato in tET
come il valore di tale portafoglio. Indicando ancora con Vf (T) il va-
lore in T del portafoglio f, un criterio (si veda [26], [27]) è quello di
scegliere f autofinanziante e tale che minimizzi il rischio Rf »4
E](H(S(T))2Vf (T))2(, dove il valore atteso è nella misura P del
mondo reale. Ci si ritrova quindi con un problema di scelta di porta-
foglio dove il criterio è il valore atteso del quadrato dello scarto fina-
le. Questo criterio è quindi sufficientemente trattabile dal punto di
vista matematico. Ovviamente, al posto del criterio simmetrico si
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possono anche considerare criteri asimmetrici, come la minimizza-
zione dello shortfall risk SRf »4E](H(S(T))2Vf (T))1( (si veda
p.es. [15], [25]). I criteri asimmetrici possono essere più significativi
dal punto di vista economico-finanziario, ma sono più difficili da trat-
tare matematicamente. Un criterio alternativo ai criteri della mini-
mizzazione di un rischio e che ha recentemente condotto ad una se-
rie di lavori (ci limitiamo a citare [16]) è il criterio della superreplica,
che consiste nel determinare una f autofinanziante per cui Vf (T) F
H(S(T)) q.c. Un approccio ancora alternativo, si veda p.es. [22], è
quello di determinare tutto il campo di variabilità dei possibili prezzi
in un mercato incompleto (dal prezzo minimo o dell’acquirente al
prezzo massimo o del venditore). Per ulteriori sviluppi si rimanda a
[28] ed ai riferimenti ivi citati.

Se nella minimizzazione del rischio (simmetrico o non) risulta una
strategia f* con rischio nullo, questo significa che tale strategia è di
replica perfetta e che quindi il mercato è completo. Per la determi-
nazione della strategia di replica perfetta in un mercato completo
esiste una procedurra diretta, alla quale accenniamo qui di seguito
anche in vista del prossimo sottoparagrafo. Se per semplicità consi-
deriamo un mercato con un solo titolo rischioso, il cui prezzo è scon-
tato rispetto al titolo nonrischioso, e se f rappresenta una strategia
di investimento autofinanziante (f(t) è il numero di unità del titolo
rischioso possedute nel portafoglio all’istante t), allora

Vf (T) 4Vf (0)1s
0

T

f(t) dS(t)(5)

dove dS(t) è il differenziale di Ito del processo del prezzo S(t). Per
determinare la strategia autofinanziante di copertura (replica per-
fetta) f*(t) basta quindi risolvere il problema inverso legato alla (5),
avendo posto Vf (T) 4H(S(T)) e Vf (0) 4E Q]H(S(T))(. Questo
problema inverso è legato al cosiddetto problema di rappresentazio-
ne di martingale (si veda [5]), che nel caso del modello di Black e
Scholes ammette la soluzione esplicita f*(t) 4

¯

¯s
F(t , s)Ns4S(t) .
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4.4. L’approccio «martingala» per la scelta del portafoglio ed ulte-
riori estensioni.

Il problema inverso legato alla (5) ha applicazioni anche nel pro-
blema classico della ottimizzazione della scelta del portafoglio. Nel
sottoparagrafo precedente il problema inverso è stato applicato alla
determinazione della strategia autofinanziante di replica perfetta, la
cui esistenza è garantita in un mercato completo. Per questo scopo
in (5) si pone Vf (T) 4H(S(T)), che è appunto il valore che si vuole
raggiungere con la strategia di investimento. Per utilizzare una tale
procedura anche nel caso del problema di ottimizzazione di portafo-
glio nella sua forma generale (1), si scompone quest’ultimo in due
sottoproblemi:

l un problema di ottimizzazione statica per determinare
sup

f
E]u(Yx , f )(;

l un problema inverso di rappresentazione del tipo (5) per de-
terminare la strategia autofinanziante che conduce al valore ottimo
determinato nel primo sottoproblema.

Questo metodo è stato introdotto verso la fine degli anni ’80 da un
gruppo di ricercatori americani, in particolare I.Karatzas e suoi col-
laboratori (si veda p.es. [36], [35]) ed è stato successivamente svilup-
pato ulteriormente da vari ricercatori. Per una trattazione sistema-
tica si veda p.es. [37].

Una soluzione realistica di problemi intertemporali di ottimizza-
zione di portafoglio non può trascurare costi di transazione. Questo
anche perché, in un contesto a tempo continuo, la mancanza di costi
di transazione condurrebbe a strategie che richiedono un continuo
ribilanciamento, cosa che nella pratica sarebbe impossibile. D’altra
parte, un ribilanciamento continuo in presenza di costi di transazio-
ne anche minimi porterebbe a costi illimitati. Costi di transazione
per la scelta del portafoglio sono stati presi in considerazione solo
recentemente ed i primi lavori appaiono essere quelli di [39] in un
contesto più economico e di [18] in un contesto più matematico.

La formulazione di base del problema di scelta del portafoglio è
data in (1) come massimizzazione dell’utilità attesa del rendimento
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del portafoglio. In linea con sviluppi recenti nella teoria del controllo
stocastico e cioé del cosiddetto controllo risk sensitive, invece di
massimizzare E]u(Yx , f )( si può massimizzare E]exp [u(Yx , f )]( il
che permette di tener conto di tutti i momenti di u(Yx , f ) e non solo
del valor atteso e così generalizzare al massimo il criterio di scelta
del portafoglio (si veda p.es. [7]).
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