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Omogeneizzazione e fenomeno di Lavrentieff 
per funzionali ad andamento non standard. 

TIZIANA DURANTE 

La modellizzazione matematica di problemi relativi a materiali compositi av
viene spesso mediante equazioni o funzionali aventi coefficienti o integrandi pe
riodici, con periodo molto piccolo. 

Una buona approssimazione del comportamento macroscopico di tali materiali 
si può allora ottenere facendo tendere a zero il parametro e che descrive la finez
za della loro struttura. Tale processo prende il nome di «Omogeneizzazio
ne». 

Si considera dunque una successione di equazioni, o di funzionali al tendere di 
e a zero, e si vuole che, rispetto ad una opportuna nozione di convergenza, tale 
successione individui un'equazione, o un funzionale, limite che sia quello che de
scriva le proprietà macroscopiche. 

D'altro canto, di recente, è stata nuovamente richiamata l'attenzione sulla ri
levanza nello studio di un problema fisico schematizzabile attraverso la minimiz
zazione di un funzionale del Calcolo delle Variazioni, della scelta della classe di 
funzioni su cui effettuare la minimizzazione riprendendo classici esempi di funzio
nali dotati di minimi differenti su classi di funzioni, tutte naturalmente suscettibi
li di ben descrivere il problema in esame. 

Nella tesi sono stati analizzati sia alcuni aspetti del fenomeno di Lavrentieff 
sia qualche aspetto dell'omogeneizzazione (in particolare quelli legati alla torsio
ne elastoplastica, schematizzabili con la minimizzazione di funzionali su insiemi di 
funzioni con vincoli sul gradiente), sia, infine, qualche problema dove entrambi i 
fenomeni sono presenti. 

Si analizza nel contesto del fenomeno di Lavrentieff il problema di Dirichlet 
del tipo: 

m , W ) = inf 
ff(hx,Du)dx + f/3udx: ueW^iQ) (ueC\Q) se p = 'cV 

Q Q 

u = 0 su dQ, \Du(x)\ ^q)(hx) per q.o. x in Q 

dove Q è un sottoinsieme aperto limitato di Rn con frontiera Lipschitziana, /? è in 
Ll(Q), p è in ]n, + °o[ o p = 'ci', e / , cp sono funzioni che verificano le seguenti 
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condizioni qualitative 

/ : {xìz)^RnxRn-^f{x, z )e[0 , +oo[, 

/ misurabile, Y-periodica nella variabile to, convessa nella z , 

/(-,*) eLHlO, I D V.sei ì* 

ç> : xeRn-*q>(x) e [0, + <*>[, 

Ç9 ]0, 1[%-periodica . 

In questo contesto, più ampio dal punto di vista degli spazi funzionali sui quali 
si effettua la minimizzazione, si riesce ancora a provare la validità della formula di 
omogeneizzazione, sia pure con una formulazione lievemente generalizzata, si di
mostra cioè che 

lim m%(Q,fi) = mlJQ,fi) = \mì{f^Du)dx + ffiudx: 

u^Whp(Q) {u^Cl{Q) sep = 'cl'),u = 0 su 3Q\ 

dove f£om è una funzione convessa da Rn in [0, + oo] definita da 

\ff(y,Du)dy : u^Whv{Y) (ueCl(Y) sep = ' c i ' ) , 
$om(z) = mf\Y YzeR» 

u 7-periodica, \z + Du(y)\ ^q)(y) q.o. in Y 

(si assume inf 0= + oo) sotto le ulteriori condizioni di andamento sulle funzioni fé ç 

k\z\q^f(x,z) q.o. x in Rn , z in Rn, k>0, q>n 

(p^Lq{Y) qe]n, +oo] 

insieme all'ipotesi seguente 

3 aeR: jf(y, ±y/na<p(y)ej)dy< + oo Vje{l, ...,n}9 
Y 

dove {ei, ..., en} denota la base canonica di Rn. 
È possibile verificare con alcuni esempi che la funzione f^om realmente dipende 

da p. 
Si studia poi il comportamento asintotico per e che tende a zero del seguente 

problema di Dirichlet: 

mt 
(Q, fi) = min j J / ( - , Du) dx + ] fiudx : u eWo'p(Q) \ 

Sotto opportune ipotesi su / e fi si dimostra che 
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i) Se (dom/hom)°*0, 

0e(dom/hom)° 

V zedomfhom3W^(Rn)nLœ(dY):vY-veriodica e /(•, Dv(-))e 

e se Q è convesso, i valori m£(Q, fi) convergono, per E che tende a zero, al 
valore finito 

mhom(Q, fi) = min \ jfhom(Du)dx + J fiudx: ue.Wà>p(Q)\, 

ii) Sé (dom/hom)° = 0 e se 

/hom(0) = inf {J / ty , Dv) dy : ve W ^ Y ) } 

allora/hom(0) < + oo e i valori {mE(Q, /3)}e>0 convergono, per e che tende a zero, 
a |£|/hom(0). 

Infine, si ottiene un risultato di rappresentazione esplicita per il rilassato nel
la topologia Ll(B) del seguente funzionale integrale 

G(u, B) 
J f(x, Du) dx Uè.Lip(B) 

B 

+ 00 ueLHB)\Lip(B) 

dove B è la sfera unitaria di R2 e 

\x2 

Si osservi che 

f(x,z) = -L^-\(z,x)\ + \z\P. 

\z\^f(x,z)^a(x)+\z\« q>2, aeL^( i2 2 ) . 

Il funzionale G presenta sulla funzione 

1*2 | u*(x1, x2) 
X 

un fenomeno di Lavrentieff. 
In questo contesto, posto 

ff(x,Du)dx u^Whp(B) 
F(u, B) = {B 

+ oo ueL\B)\Wl'p(B) 
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si prova che, se F(u) < + <*>, la funzione 

W(Q, 6) =U(Q cos6, Q sinO) g è ( 0 , 1 ) , 6E.R 

ha traccia w + (9) per Q = 0 e r isulta 

2n 

F ( ^ ) + min f |sin<9| \w + (0) - c\d0 u<=Whp(B) 

+ oo UEL1(B)-Whp(B) 

G(u) 

dove la presenza del termine aggiuntivo è dovuta essenzialmente alla condizione 

di crescita non s tandard pe r la funzione / . 
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