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Omogeneizzazione di funzionali superiormente non limitati. 

UMBERTO DE MAIO 

I materiali compositi (fibre, stratificati, porosi) giocano un ruolo importante in 
molte branche della Meccanica, della Fisica e dell'Ingegneria. In questi materiali i 
parametri fisici (come conduttività, coefficiente di elasticità) oscillano tra i diversi 
valori che caratterizzano ciascuna delle componenti. Quando queste componenti so­
no ben mescolate, questi parametri oscillano molto rapidamente e la struttura mi­
croscopica diventa complicata. D'altra parte noi possiamo pensare di avere una buo­
na approssimazione del comportamento macroscopico di tale materiale eterogeneo 
mandando a zero, nelle equazioni che descrivono dei fenomeni quali la conduzione 
del calore, elasticità, ecc., il parametro e che descrive la finezza della struttura mi­
croscopica. Questa analisi di convergenza è collegata al cosiddetto problema di omo­
geneizzazione, vale a dire il problema di individuare un materiale omogeneo, la cui 
risposta complessiva sia «vicina» a quella del materiale composito. 

Più esattamente, con tecniche legate alla T-convergenza, si analizzano que­
stioni di omogeneizzazione legate a problemi di elastoplasticità, schematizzabili 
attraverso la minimizzazione di funzionali su insiemi di funzioni assoggettate a 
vincoli sul gradiente, e problemi di elettrostatica in presenza di conduttori «sotti­
li» diffusi nel mezzo, schematizzabili anch'essi attraverso le minimizzazioni di fun­
zionali su insiemi di funzioni assoggettate ad essere costanti su certe zone (e dun­
que a vincoli del tipo gradiente nullo, ma in un senso cosiddetto esteso). 

Nella tesi si analizza il comportamento asintotico al divergere di feeN per 
ogni sottoinsieme aperto limitato Q di W1 e /3eL°°(Q) delle soluzioni del 
problema 

mh{Q, j3) = min \ J f(hx, u, Du) dx + J ftudx : u Lipschitziana, 
\Q Q 

u = 0 su dQ, \Du(x)\ ^q)(hx), per q.o. x in Q 1, feeiV 

Si prova, con opportune ipotesi per fé cp che se {uh} con feeiV è una successione 
di soluzioni del problema precedente, essa è compatta in C0° e che le sottosucces­
sioni convergenti di {%} convergono alle soluzioni del problema 

mc 
, (Q, /?) = min I J /«, (u, Du) dx + j /3udx : u Lipschitziana, 

Hi Q 

u = 0 su dQ, per q.o. x in Q \, 



tea, 
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dove foo è definita come 

fooi z e Rn —>min | J f(y, s, z + Dv) : v Lipschitziana, vY-periodi 

\z + Dv(y) | ^ (f(y), per q.o. a? in Q \ 

(dove si è assunto nell'ultima uguaglianza F = ]0, l[n e min0 = + oo). 
Il problema esaminato è connesso alla questione dell'omogeneizzazione di 

problemi di elastoplasticità per sbarre. 
Un altro problema esaminato è lo studio del comportamento asintotico dei se­

guenti problemi di Dirichlet: 

me(Q, 13) = min \}f(x/e, Du) dx + jfiudx : u e Wfr P(Q)\ , 
w Q > 

dove Q è un sottoinsieme aperto limitato di Rn /? e L °° (fi) ed /una funzione verifi­
cante le seguenti condizioni 

f :(x, z) eRn xRn^f(x, z) <=[0, +OO] 

/ Lw 5% misurabile 

/ (•, z) F-periodica per ogni 2 in Rw, 

/ (x, •) convessa e semicontinua inferiormente per q.o. x in Rn, 

dove L^ e Bn denotano rispettivamente le cr-algebre di Lebesgue e Borei. Più pre­
cisamente, sia definita la funzione misurabile e 7-periodica cp da 

cp : xeR%-»sup{|2 | : f(x, z) < +00}, 

la funzione convessa 

fhom:z(ERn->inflff(y, z + Dv) dy : ve W&p(Rn), v 7-periodica • 

e l'insieme 

dom/hom= {z e R^: esiste ve-W&p(Rn) e 7-periodica /(•, Z)v)(-) e L 1 ^ } . 

Supponiamo che sia verificata una delle seguenti condizioni 

(1) \z\p ^f(x, z) per q.o. x in Rw, per ogni z in R^ e pe]l ,+ »[ 

(2) ç>eL*(Y), p e [ l , +00] 

insieme con 

(3) / ( . , 0 ) G L 1 ( 7 ) . 

Si prova che: 
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i) se (dom /hom)° ̂  0 allora 

(4) 0E(dom/hom)° 

(5) per ogni zedom/hom esiste veWitp(Rn)nL*(9Y) tale che 

v è Y-periodica e /(•, Dv(-))e.Ll(Y). 

Se Q è anche convesso, i valori in mE(Q, fi) convergono per e che tende a zero, al 

valore finito mhom(Q, fi) =min | j fh0m(Du) dx + j fiudx : uè.WlìV(Q)\. 

Inoltre se {sh} è una successione di numeri positivi convergente a zero e se, 
per ogni heN uhè una soluzione di m£h(Q, fi) la successione {%} è compatta in 
LP(Q) e le sottosuccessioni convergenti di {%} convergono ai punti di minimo di 
mhom(*2> )8); se (2) vale, dom/hom è limitato e 

(6) mhom (Q,fi) = min j J /hom (Du) dx + J fiudx :u Lipschitziana, u = 0 su dQ \. 

ii) Se (dom/hom)° = 0 e se 

(7) Aom(O) = inf { J / t y , Di;) <% : v e W ^ O ) } 

allora/hom(0) < + oo e i valori {rae(fì, fi)}E>o convergono, per e che tende a zero, 
a | Q |/hom(0)- Inoltre se, per ogni e > 0 ue è una soluzione di me(Q, fi) la famiglia 
{^£}e>o converge a zero in LP(Q). 

Infine si studia il comportamento asintotico per il seguente tipo di problemi: 

mh(Q, fi, a) = inf j J /(fex, Z)%) dx + J fiudx + aj \u\: u Lipschitziana, 

H) Q Q 

u = cost, su Sh \ 

dove Sh è Tinsieme periodico ottenuto con — 7-ripetizioni di S dove S è un sottoin-
h 

sieme chiuso di W1 tale che S çY fi e. L °° (Q) a e. R con a > \\fi\\L - (fi) ed / è una fun­
zione che soddisfa 

( f :(x, z) e.Rn xRn->f(x, z) <=[0, +oo[ 

(8) < /misurabile e 7-periodica nella variabile x, convessa nella z, 

[/(-, ^ e L ^ i O per ogni z in R \ 

Inoltre, si considera la funzione convessa data da 
(9) /hom : z e Rn —» inf j J f(y, z + Dv) : v Lipschitziana, 

v F-periodica, zx + v = cost, su S \ 



94 UMBERTO DE MAIO 

e l'insieme 

(10) dom /hom = {z e R*: fhom(z) < + oo } . 

Più precisamente, si dimostra che se/soddisfa le (8) ed/hom è data da (9) e valgono 
le seguenti ipotesi aggiuntive 

(11) 0^f(x,z)^a(x) + co(\z\) 

(12) \z\^f(x,z) 

(13) (dom/ h o m ) °*0 

dove aeLloc(R™) è ]0, IP-periodica e co : [0, + <*>[—> [0, + oo[ è una funzione Bo­
rei misurabile, non decrescente e limitata sugli insiemi limitati, allora /hom risulta 
essere convessa, finita suRw \z\ ^/hom(^) per ogni ^ R w e per ogni sottoinsieme 
aperto e limitato Q con frontiera Lipschitziana. In più, la successione 
{mh(Q, fi, a)}hGN converge a 

M A , p, a) = min ijfhom(Vu) + ffcJ ^ ^ ) d\Du\.+ 

jPudx + a] \u\:ueBV(Q) 
Q Q 

dove/hom è la funzione di recessione d i / h o m . 
Il problema discusso è connesso all'omogeneizzazione di un mezzo nel quale 

siano presenti conduttori sottili. 
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