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Operatori integrali di Fourier nelle classi SG 
con applicazioni ai problemi di Cauchy iperbolici. 

SANDRO CORIASCO 

1. - Introduzione. 

Si vuole studiare il problema di Cauchy 

\Lu{t)=f{t) teJ,J=[T0, TU T 0 <0<7\ 

[Dt
ku(0)=gk ft = 0, . . . , v - l 

per un operatore lineare a derivate parziali 

(2) L = Dt
v + P1(t)Dr1 + .-.+Pv(t) 

con 

(3) Pj(t)=Pj(t;x,Dx) = E cja(t;x)D£ 

ove si è utilizzata la notazione 

Dt= -i—, 
di 

3 | a | 

3x = , D£ = ( - i ) H 32, 
Sx?1 ...dx%n 

a = ( a 1 , . . . , a w ) 6 N w , \a\ = ax + ... + an. 

È noto che, per CjaeC00(Ri
M

)Ì
1), condizione necessaria per la buona posizione in 

C °° (esistenza e unicità della soluzione per dati C °° arbitrari) è la (debole) iperbo­
licità (Mizohata [4]). Cioè, tutte le radici Xj{t\ x, £), j = 1> •••> v> dell'equazione 
caratteristica di L 

(4) Symp(L)(t; x, | ) = Xv + q^t; x, £) A*"1 + ... + çv(£; a>, £) = 0 , 

(5) ty(t; x, £) = Symp(Pi)(«; a?, £) = E cia(«; a?) £a 

l« l=i 

devono essere reali. Se L è strettamente iperbolico, cioè le radici Xj(t; x, £) sono 
reali e distinte, allora abbiamo la buona posizione del problema in C °° e negli spa­
zi di Sobolev. Se L è iperbolico, ma non strettamente iperbolico, la buona posizio-
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ne del problema dipende dai termini di ordine inferiore all'ordine massimo. Un 
caso rilevante è quello della molteplicità costante: esistono JU < v radici reali e di­
stinte Àj(t; x, £), j = 1, ..., JU, con molteplicità lj^l9 l\ + ... + l^ = v. In questa 
situazione una condizione necessaria e sufficiente per la buona posizione in C00 e 
negli spazi di Sobolev è data dalla cosiddetta condizione di Levi, cf. Chazarain [1], 
Flaschka-Strang [3]. 

I risultati di cui sopra sono, in linea di principio, locali in t e x, validi in un in­
torno dell'origine di R ^ 1 . Vogliamo discutere dell'esistenza di soluzioni u(t, x) 
globali rispetto a x in Rn. Ci sono, naturalmente, molti possibili approcci al pro­
blema; in questa tesi abbiamo seguito l'impostazione di Cordes \2\ assumendo 
per i coefficienti cja(t; x) stime in termini di (x) = y l + \x\2, precisamente 

(6) \didZcja(t;x)\^C8fi(xy-M, ^ E N M , t e / , a e R V 

Il problema si può studiare nell'ambito del cosiddetto calcolo SG, di cui è dato 
qualche cenno nella successiva sezione (cf. Cordes [2], Parenti [5]). Le soluzioni 
vengono cercate nei corrispondenti spazi di Sobolev Hs con s = (sÌ9 s2) e R2, defi­
niti in termini di pesi del tipo (Ç)Sl(x)S2. 

Cordes [2] ha trattato il problema strettamente iperbolico, utilizzando esclusi­
vamente proprietà del calcolo pseudodifferenziale SG. Qui ci occupiamo del caso 
della molteplicità costante. In particolare, la richiesta che due radici Xj,kk, siano 
distinte significa, in questo contesto, 

(7) \Wt;x, Ç)-Xk(t;x, Ç)\^c(Ç)(x) 

per \x\ + |£| >R>0. 
Come primo passo, si è definita e studiata la classe degli operatori integrali di 

Fourier associati ai simboli SG. La definizione di questi operatori e lo studio delle 
loro proprietà e dei legami con il corrispondente calcolo pseudodifferenziale co­
stituiscono la prima parte della tesi. Successivamente, i risultati sugli operatori di 
Fourier sono stati applicati allo studio del problema (1): il calcolo degli operatori 
di Fourier, unito all'uso di risultati noti sui sistemi Hamiltoniani associati ad op­
portuni simboli SG, ha permesso di ottenere il teorema 3.3 relativo alla buona po­
sizione ed alla regolarità della soluzione del problema (1) sotto un'opportuna con­
dizione di Levi. 

2. - Calcolo pseudodifferenziale ed operatori integrali di Fourier nelle 
classi SG. 

DEFINIZIONE 1. - Una funzione p e C °° (Rn x Rn; C) si dice simbolo SG di or­
dine m = (mÌ9 m2) eR2 se soddisfa, Va, /JeN™, le stime 

(8) \3l3%p(%,Ç)\^Cap(ïri-W(x)™*- m 

per opportune costanti Caj3 ^ 0 e per ogni x, §e Rn. L'insieme dei simboli di or­
dine m e R2 si indica con SGf. In particolare, posto, per ogni s e R2, JZ8(X, £) = 
(^)Sl(xY2, risulta jrseSGf. 
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DEFINIZIONE 2. - Ad ogni simbolo p e SGf si associa un operatore lineare 
Op(p) definito sullo spazio di Schwarz S delle funzioni a decrescenza rapida ta­
le che, V%eS, 

(9) (Op(p) u){x) = fe^a(x, £) 2(£) § . 
n 

Nella (9) si è posto xè, = 2) as^j e #§ = (2jt)~nd^ = mentre u indica la trasfor-
i = i 

mata di Fourier di u. Ogni operatore della forma (9) con a e SGf si dice opera­
tore pseudodifferenziale di ordine m. In particolare, poniamo JTS = Op(jrs) Per 

ogni seR2. 

TEOREMA 1. - Ogni operatore della forma (9) è lineare e continuo da Sin S ed 
estendibile ad un operatore lineare e continuo dallo spazio di Schwarz S' delle 
distribuzioni temperate in S'. Inoltre, se P e Q sono operatori pseudodijferen-
ziali di ordini rispettivamente r ed s m R2, l'operatore composto PQ risulta es­
sere un operatore pseudodifferenziale di ordine r + s. 

TEOREMA 2. - Per ogni s e R2 si definisca lo spazio Hs come il sottospazio di 
tutte le distribuzioni ueS' tali che JISU(=L2. Lo spazio Hs, munito del prodotto 
scalare (u, v)Hs = (JZSU, nsv)L2, è uno spazio di Hilbert. Ogni operatore pseudo-
differeziale P di ordine m è continuo da Hs in Hs~m per ogni m, seR2. 

DEFINIZIONE 3. - Ogni simbolo ç?eSGi1,1) si dice fase se è a valori reali e 
soddisfa, per opportune costanti c,C>0 e per ogni x, £eRw, le stime 

c(x)^((dç(p)(x,£))^C(x), 

c(£)^((dxcp)(x,£))^C{C). 

DEFINIZIONE 4. - Ad ogni simbolo a e SGf e ad ogni fase cp si associa un ope­
ratore integrale di Fourier AÇia, definito su S tale che, V^e S, 

(10) {Ap9 au)(x) = fé**** ^a(x, £) £(£) tÇ. 

Il simbolo a viene detto, in questo caso, ampiezza dell'operatore. 

TEOREMA 3. - Ogni operatore integrale di Fourier A^^ a del tipo (10), con fase 
cp ed ampiezza a e SGf, è lineare e continuo da S ih sé ed estendibile ad un ope­
ratore lineare e continuo da S' in sé. Inoltre, se P è un operatore pseudodifferen­
ziale di ordine r, gli operatori composti AP e PA sono ancora operatori integra­
li di Fourier con la stessa fase cp ed ampiezza di ordine r + m. 

3. - Esistenza e unicità della soluzione del problema di Cauchy per dati ne­
gli spazi di Sobolev SG. 

Come accennato nell'introduzione, la buona posizione del problema di Cauchy 
(1) dipende, nel caso della molteplicità costante, dai termini di ordine inferiore. In 
altre parole, è necessario imporre ulteriori condizioni sull'operatore L. La formu-
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lazione della condizione di Levi (che garantisce esistenza e unicità della soluzione 
del problema (1)) è, in termini sommari, la seguente. Si richiede che l'operatore L 
possa essere fattorizzato nel prodotto di JU operatori Lj,j = l, ..., JU, ciascuno dei 
quali è una combinazione lineare, a coefficienti pseudodifferenziali di ordine al più 
(0, 0), di potenze dell'operatore Dt - Op(Aj(£)). Il simbolo Àj(t; x, £) è laj-esima 
delle JU radici distinte dell'equazione caratteristica di L, soddisfacenti (7). 

Se L soddisfa la condizione di Levi, utilizzando il teorema 2.2 ed analizzando 
preliminarmente il caso di un sistema del primo ordine, è possibile provare la buo­
na posizione del problema (1) negli spazi S e Sf e negli spazi Hs, s e R2; inoltre, la 
soluzione può essere espressa in termini di operatori integrali di Fourier nelle 
classi SG. Vale, più precisamente, il seguente teorema. 

TEOREMA 4. - Sia L, definito come in (2), (3), iperbolico a molteplicità costan­
ti del tipo di Levi, con coefficienti cja(t; #) e C °° (Rft1) che soddisfano la (6). Al­
lora, per ogni scelta di seR 2 , /eC°°(J, Hs) e y e # « + (v-i-*.v-i-*>f k = 
0, ..., v - 1, il problema di Cauchy (1) ammette una soluzione u e C(J, Hs) tale 
che, per ogni & e N, Dfue C(J, Hs~(k,k)). La soluzione u può essere espressa in 
termini di operatori integrali di Fourier le cui fasi sono soluzioni delle equa­
zioni eikonali 

d(Pj 
— =Àj(t;x,dxcpj) 
at 

<Pj(0;x9 è)=x%, 

associate alle radici Xj(t; x, £) dell'equazione caratteristica (4) dell'operatore L, 
mentre le ampiezze sono scelte nella classe dei simboli SG. 
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