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Quasi periodicitd e uniforme continuita di semigruppi
e funzioni coseno: criteri spettrali.

VALENTINA CASARINO

Siano T: R, — £(8) un semigruppo e C: R— £(8) una funzione coseno di
operatori lineari limitati agenti su uno spazio di Banach complesso &.

Due sono le istanze alla base della tesi: innanzitutto, I'analisi dei vincoli impo-
sti sulla struttura spettrale del generatore infinitesimale di 7' e di C da ipotesi sul
comportamento quasi periodico, rispettivamente, del semigruppo e della funzione
coseno; in secondo luogo, 1a ricerca di condizioni sufficienti a garantire che un se-
migruppo o una funzione coseno fortemente continui risultino uniformemente
continui.

La nozione di quasi periodicita, introdotta da H.Bohr nel 1923 per funzioni
continue sulla retta reale, a valori complessi, e le diverse generalizzazioni, a cui
essa é stata sottoposta nel corso del tempo, sono state applicate, negli ultimi venti
anni, allo studio.delle funzioni generate, in vario modo, da famiglie di operatori li-
neari limitati. Fra i numerosi risultati, ricordiamo, in particolare, la caratterizza-
zione dei gruppi fortemente quasi periodici (tali, cioe, che le mappe, da R in §,
t— U(t) x, ove U rappresenta il gruppo di operatori, siano quasi periodiche per
ogni « € §) in termini delle proprieta spettrali del generatore infinitesimale di U,
dovuta a H. Bart e S. Goldberg [1], e la caratterizzazione, analoga, delle funzioni
coseno fortemente quasi periodiche, dovuta a I. Cioranescu [2].

D’altro canto, E. Vesentini ha recentemente sviluppato [4] un’analisi della
struttura spettrale del generatore infinitesimale X di un semigruppo T' fortemen-
te continuo sotto I'ipotesi, molto debole, che esistano un elemento « in & e un ele-
mento A nel duale topologico di &, &', tali che l'applicazione, da R, in C,
t—(T(t) «, A) risulti asintoticamente quasi periodica (con la nozione di quasi pe-
riodicitad asintotica M.Fréchet estese, nel 1941, la definizione di Bohr al caso di
funzioni continue, definite soltanto su una semiretta). Vesentini ha mostrato, in
particolare, come l'esistenza anche solo di una funzione, generata da T, asintoti-
camente quasi periodica sia sufficiente per imporre vincoli sullo spettro di X.

Nel secondo capitolo della tesi & presentata una estensione della sua analisi; in
particolare, si & considerato il caso in cui la mappa ¢ : t+—(T'(t) x, 1) &, per qual-
che x in & e qualche 4 in &', asintoticamente quasi periodica nel senso di Stepanov
(ricordiamo che con questa nozione W.W.Stepanov estese la definizione di quasi
periodicitd di Bohr a funzioni non necessariamente continue, ma solo misurahili e
integrabili nel senso di Lebesgue su una semiretta). Il caso pili interessante &
quello in cui la mappa ¢, supposta asintoticamente quasi periodica nel senso di
Stepanov, non & continua, ma appartiene a L?(0, + ) per un p = 1. Dal momen-
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to che applicazioni di questo tipo si possono costruire a partire da semigruppi non
fortemente continui, un primo passo nella ricerca & consistito nel selezionare una
classe opportuna di semigruppi fortemente misurabili, e soddisfacenti, in pill, due
ipotesi tecniche di limitatezza e di integrabilitad (che indicheremo in seguito con %,
e hy). Osserviamo che per tali semigruppi non &, in generale, garantita I'esistenza
del generatore infinitesimale, ma solo quella di un operatore X, che viene detto
operatore infinitesimale, che non &, in generale, ne chiuso né densamente
definito.

Ricordiamo, inoltre, che, data una mappa f asintoticamente quasi periodica nel
senso di Stepanov é possibile definire le frequenze e la serie di Fourier di f. Ab-
biamo, quindi, analizzato il legame fra le frequenze di ¢ e lo spettro dell’operatore
infinitesimale. Per la definizione di semigruppo di classe (A) si rimanda a [3]. I
simboli o, po e ro denotano, rispettivamente, lo spettro, lo spettro puntuale e lo
spettro residuo.

TEOREMA 1. — Sia T': (0, + ) — £(8) un semigruppo fortemente misurabile
su 8, soddisfacente hy) e hy).

1) Se esistono x € & ¢ Ae &' tali che la funzione ¢ : t—(T(t) x, A) € non co-
stante, asintoticamente quasi periodica nel senso di Stepanov, allora linsieme

di tutte le frequenze di @ ¢é contenuto mellinsieme %[(po(XO) Uro(X,)) NiR].

2) Se T ¢ di clusse (A) e se esistono xe & e Ae &' tali che la funzione
@ : t—>(T(t) x, 1) ¢ non costante e asintoticamente quasi periodica nel senso di
Stepomo'v, allora linsieme di tutte le frequenze di @ é contenuto nellinsieme
—[(pa(Xo) Uro(X)) NiR].
Viceversa, per ogni 16 € (po(X) Uro(X)) NiR, esistono xc D(X) e Ae &' tali
che (x,A) =0 e 0 ¢ una frequenza della funzione periodica t— (T(t) x, A).

L’analisi del legame fra lo spettro di X, e le frequenze di ¢ ha permesso, da un
lato, di esplicitare i vineoli imposti su o(X,) dall’esistenza di funzioni asintotica-
mente quasi periodiche generate dal semigruppo T' (per esempio, sotto ipotesi
piuttosto generali si e mostrato che la chiusura dell'insieme l[(po(Xo) U
ro(X)) NiR] & discreta), dall’altro di formulare teoremi di convergenlza per la se-
rie di Fourier associata a ¢ sotto ipotesi solo sullo spettro di X,.

Sia ora C una funzione coseno fortemente continua, generata da Y. Un’esten-
sione successiva dei risultati contenuti in [4] & consistita nella analisi dello spettro
di Y, nell'ipotesi che esistano x € § e 1 € &' tali che la mappa v : t+— (C(t) z, 1) sia
asintoticamente quasi periodica nel senso di Fréchet.

Nel terzo capitolo si & dimostrato, innanzitutto che i quadrati di tutte le fre-
quenze della mappa v, cambiati di segno, appartengono a (po(Y)Ura(Y))NR_;
viceversa, per ogni elemento ¢ appartenente a (po(Y) U ro(Y)) N R_ esistono x e
& e Aed tali che (x, A) %0 e \/—C sia una frequenza della funzione periodica
t—{(C(t) x, A). Analogamente al caso dei semigruppi, la caratterizzazione delle
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frequenze della mappa vy : t—(C(t) x, A) in termini dello spettro di Y ha poi per-
messo di studiare I'analisi armonica della mappa vy e di dimostrare, sotto ipotesi
sullo spettro di Y, teoremi di convergenza per la serie di Fourier associata a 1.

Nel terzo capitolo & presentato anche un primo approccio allo studio del lega-
me fra funzioni coseno e sistemi dinamici: per una particolare funzione coseno C,
costruita a partire da un flusso continuo @ agente su uno spazio di Hausdorff
compatto K, si sono studiati i vineoli imposti sulla struttura spettrale del genera-
tore di C dall’esistenza di punti asintoticamente stabili e di orbite periodiche e
quasi periodiche per @.

Lo strumento fondamentale per lo studio delle proprietd di quasi periodicita
di un semigruppo o di una funzione coseno & costituito dai teoremi ergodici, che
stabiliscono 'esistenza di un limite generalizzato di T'(¢) o di C(t) per t—00 t—
+ o . Al problema della convergenza di opportune medie associate a 7 0 a C (in
particolare, delle medie di Cesaro e di Abel) & dedicata, quindi, particolare atten-
zione nel secondo e nel terzo capitolo.

Nella seconda parte della tesi presentiamo condizioni sufficienti per I'unifor-
me continuitd di un semigruppo e di una funzione coseno. La prima di queste con-
dizioni riguarda il caso in cui esiste un polinomio a coefficienti complessi p tale
che per qualche ¢ = 0 risulti p(C(t)) =0, la seconda riguarda semigruppi forte-
mente continui che operano in un’algebra di Banach complessa dotata di unita.

Per quanto riguarda la prima condizione, il teorema dell’equazione minimale
di N.Dunford asserisce che, dato un operatore lineare limitato A e data una fun-
zione f a valori complessi, analitica su un intorno dello spettro di 4, se f(4) =0,
allora lo spettro di A consiste solo di un insieme finito {7, ..., 7,,} di poli della
funzione risolvente &— (&I —A)™! aventi ordine my, ..., m, rispettivamente.
Inoltre, per ogni je {1, ..., n}, 7; & uno zero di f di ordine superiore o uguale a
m;. Viceversa, se 0(A) coincide con I'insieme {7, ..., 7, }, dove 7; & un polo di or-
dine m; di §— (¢ — A)'perj=1, ..., n, e se 7; & uno zero per f con ordine alme-
no uguale a m;, si ha allora f(A) = 0. Si puo poi mostrare che non si perde in gene-
ralitd scegliendo come f un polinomio complesso p.

Si consideri ora il caso in cui A = C(t), per qualche ¢t # 0, ove C rappresenta
una funzione coseno fortemente continua generata da X. Per comprendere se e
quali vineoli siano imposti su C dall’esistenza di un polinomio p avente C(t) come
zero, si puod considerare, in virtli del teorema di Dunford, il caso in cui lo spettro
di C(t) consista di un insieme finito di poli della funzione risolvente di C(t). Il
principale risultato che abbiamo ottenuto e il seguente:

TEOREMA 2. — Sia C : R— £(8) una funzione coseno fortemente continua, su
uno spazio di Banach complesso &, generata da Y, per la quale esistano t;#0,
t, %0, con b ¢ Q, tali che o(C(t,)) e o(C(ty)) consistano di insiemi finiti di poli
delle fumzioni risolvente, rispettivamente, (-1 — C(t;))™ e ((-I — C(ty))~ .

Allora lo spettro di Y consiste solo di wun insieme finito di punti
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{#1s -y hn}, poli della funziome risolvente di Y di ordine my, ..., m,, e
C ¢ uniformemente continua.

Ricordiamo, inoltre, che nel caso finito-dimensionale, secondo il teorema di
Hamilton-Cayley una matrice in JIT,(C) soddisfa la sua equazione caratteristica.
Definito in modo opportuno un polinomio caratteristico associato a una funzione
coseno C, abbiamo ottenuto una versione del teorema di Hamilton-Cayley per
funzioni coseno come conseguenza del teorema appena presentato:

PROPOSIZIONE 1. — Sotto le ipotesi del Teorema 2, C(t) é una radice del suo po-
linomio caratteristico per ogni teR.

Nel quinto capitolo abbiamo infine considerato famiglie di operatori che agi-
scono su un’algebra di Banach complessa @ dotata di unita 1. In particolare, si &
dimostrato che se T & un semigruppo fortemente continuo agente su @, tale che
per ogni x € ( valga la rappresentazione T'(t)x = (T(t)1)-x per ogni ¢ appartenen-
te a un intervallo I = (0, t,), tranne, al piil, che su un sottoinsieme di misura nulla
di 7, allora T é uniformemente continuo. Risultati analoghi sono presentati anche
per una funzione coseno C fortemente continua agente su d.

Successivamente, 'ipotesi sulla rappresentazione di 7' nell'intervallo I é stata
applicata allo studio delle proprietd di quasi periodicitd di T si & dimostrato, in
particolare, che, se esiste un elemento x € d, invertibile, tale che la applicazione
t— T(t) x sia asintoticamente quasi periodica, allora il semigruppo T risulta esse-
re uniformemente asintoticamente quasi periodico. Risultati analoghi valgono an-
che nel caso in cui sia supposta asintoticamente quasi periodica una mappa del ti-
po t—=(T(t) x, 1), ove x & un elemento di A e A un carattere dell’algebra.
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