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Potenziali ad oscillazione lenta e dinamica multibump 
per una classe di sistemi Lagrangiani. 

FRANCESCA G. ALESSIO 

La tesi tratta il problema dell'esistenza e della molteplicità di soluzioni omo-
cline per una classe di sistemi Lagrangiani modellati sull'equazione di Duffing. Si 
consideri per semplicità 

(DJ u(t)=u(t)-a(t)\u(t)\2u(t) £eR, u(t)<=RN, 

dove a è funzione positiva limitata. Tale sistema presenta un punto di equilibrio 
iperbolico nell'origine del piano delle fasi. Sono soluzioni omocline di (Da) quelle 
soluzioni che nello spazio delle fasi risultano asintotiche a tale equilibrio per 
t^> ± 00. 

L'esistenza di soluzioni omocline e la loro rilevanza nello studio dei sistemi di
namici fu evidenziata da H. Poincaré nei suoi studi sulla meccanica celeste. Tali 
considerazioni vennero poi approfondite prima da G. D. Birkhoff e successiva
mente da S. Smale, [4], i quali riuscirono a mostrare che la presenza di una omo-
clina trasversa implica l'esistenza di una dinamica complessa. 

Si consideri ad esempio il sistema (Da) con a ^-periodica. In questo caso, la di
namica di (Da) può essere descritta dalla mappa di Poincaré 0 : R2N—>R2iV defi
nita da <P(u, v) = (u(T), ù(T)), dove u(t) è la soluzione di (Da) relativa alle condi
zioni iniziali u(0) =u e it(0) =v. Tale diffeomorfismo presenta un punto fisso 
iperbolico nell'origine (i.e., $(0) = 0e D<P(0) non ha autovalori di modulo 1) e le 
soluzioni omocline di (Da) corrispondono alle intersezioni delle varietà stabile ed 
instabile associate all'origine 

W±(Q) = {(u,v)<=R2N\&n(u, v)-^0 per ^ - > ± o o } . 

Il Teorema di Smale-Birkhoff afferma che ogni diffeomorfismo ^ su R2JV con un 
punto fisso iperbolico p, le cui varietà stabile ed instabile si intersecano trasver
salmente, ammette un sottosistema topologicamente coniugato al sistema deter
minato dallo shift di Bernoulli, a :{0, 1}Z—»{0, 1}Z, definito da o(s)j = sj + ly 

prototipo dei sistemi caotici. 
Qualora si riesca a stabilire che le varietà stabile ed instabile si intersecano in 

modo trasverso, la dinamica di <P potrà essere descritta per coniugazione dalla di
namica dello shift di Bernoulli e poiché tale sistema ammette, come è facile verifi
care, un insieme numerabile di soluzioni periodiche, un insieme numerabile di so
luzioni omocline ed un insieme non numerabile di soluzioni non periodiche limita
te, lo stesso varrà per il diffeomorfismo <P. In particolare, la dinamica di <P esibirà 
una dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali, caratteristica fondamentale dei 
sistemi caotici. 

Negli ultimi anni, a partire dal lavoro di V. Coti Zelati, I. Ekeland and E. Sére 
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[1], i metodi variazionali sono stati applicati con successo nello studio della molte
plicità del problema omoclino. Tali metodi sono risultati particolarmente adatti 
alla determinazione di caratteristiche caotiche sotto ipotesi di non degenerazione 
sull'insieme delle soluzioni omocline più deboli della classica condizione di tra
sversalità. Risulta fondamentale in questo contesto il lavoro di E. Sére [3], dove, 
partendo dallo studio del problema omoclino, si mostra l'esistenza di una partico
lare classe di soluzioni, chiamate soluzioni multibump, la cui presenza implica 
sensibile dipendenza dalle condizioni iniziali. Più precisamente, relativamente al 
sistema (Da), in [3], si mostra che se a è jT-periodica e se 

(*) l'insieme delle soluzioni omocline è al più numerabile 

allora il sistema ammette soluzioni multibump, ovvero 

esiste una soluzione omoclina u tale che per ogni e>0 esiste N(eì) eN tale che 
ad. ogni JcZ ed ad ogni successione p = (pj)j&JcZ con pj + 1-pj^N(e) (jeJ) 
corrisponde una soluzione up soddisfacente 

up(t) - ]£u(t-pjT) ^ e , V ì E R . 

In particolare, se J è finito, allora up è soluzione omoclina. 

Anche se tale risultato non ricopre completamente il Teorema di Smale-Bir-
khoff, esso implica che il sistema ammette una dipendenza sensibile dalle condi
zioni iniziali. Inoltre, osserviamo che la condizione (*) risulta verificata ogni qual
volta le intersezioni tra varietà stabile ed instabile sono trasverse e che se tale 
condizione non risulta soddisfatta, allora l'insieme delle soluzioni omocline risulta 
non numerabile. 

Il metodo sviluppato da Sére ispirò molti successivi lavori di ricerca e permise 
da un lato di considerare condizioni di non degenerazione più deboli della condi
zione (*), e dall'altro di considerare sistemi con dipendenze temporali più generali 
della periodicità, come ad esempio il caso almost periodico. Si osservi che per di
pendenze temporali generali i metodi geometrici risultano difficilmente applica
bili venendo a mancare una corrispondente mappa di Poincaré. 

I risultati sopra esposti richiedono delle ipotesi a priori sull'insieme delle solu
zioni omocline che risultano in generale difficilmente verificabili. La condizione di 
intersezione trasversa viene provata classicamente usando la funzione di Melni-
kov per piccole perturbazioni periodiche di sistemi integrabili. Negli ultimi anni, 
il metodo di Melnikov è stato generalizzato a sistemi di qualunque dimensione e 
con dipendenze temporali arbitrarie del termine perturbativo, purché il sistema 
autonomo imperturbato ammetta una soluzione omoclina non degenere modulo 
traslazioni in senso opportuno. 

Nella tesi sono stati considerati sistemi ad oscillazione lenta ed è stato provato 
che in questo caso è possibile evitare le tecniche di tipo Melnikov per provare con
dizioni di discretezza sulle soluzioni omocline usando metodi variazionali globali. 
Ciò è stato ottenuto senza fare ipotesi sulle soluzioni omocline del sistema autono
mo imperturbato, grazie a fenomeni di concentrazione delle soluzioni rispetto al
l'oscillazione lenta della Lagrangiana. Un ulteriore studio ha permesso poi di usa-
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re perturbazioni ad oscillazione lenta per provare che sistemi del tipo (Da) am
mettono soluzioni multibump genericamente rispetto a funzioni a almost periodi
che non negative ed inoltre per funzioni a limitate. Quest'ultimo risultato è stato 
provato nel ambito più generale di (sistemi di) equazioni semilineari ellittiche su 
R^. In ciò che segue vedrò di esporre più in dettaglio i risultati ottenuti nella 
tesi. 

Nella tesi sono stati considerati sistemi Lagrangiani più generali del sistema 
(Da), anche se, per semplicità, mi limiterò ad esporre i risultati per quest'ulti
mo. 

Come primo problema, si è considerato il caso in cui a e GX(R9 R) sia positiva 
ed oscilli lentamente a + o°, i.e., verifichi la condizione 

(a + ) lim à(t)—>0 e 0 < lim ìnfa(t) < lim sup a{t). 

Ad esempio, sia a asintotica alla funzione 2 + sin "0 per t —» + o° . 
È stato provato che l'oscillazione lenta della Lagrangiana determina una di-

scretizzazione dell'insieme delle soluzioni omocline del sistema tale da rendere 
applicabili tecniche del tipo di quelle sviluppate in [3] per ottenere il seguente 
primo risultato. 

TEOREMA 1. - Se a e G1 (R, R) è positiva e soddisfa (a + ), allora il sistema 
(Da) ammette infinite soluzioni multibump. 

L'interesse principale di tale Teorema sta nel fatto che il risultato non neces
sita di ipotesi a priori sull'insieme delle soluzioni omocline e l'esistenza di una di
namica complessa è leggibile direttamente dai dati. Per provare condizioni di di
scretezza dell'insieme omoclino (analoghe dell'ipotesi (*)), necessarie all'applica
bilità delle tecniche introdotte in [3], non possono dunque essere utilizzati (so
prattutto per sistemi più generali di (Da)) metodi di tipo Melnikov. Tale condizio
ne viene direttamente provata, usando il principio di compattezza per concentra
zione, [2], grazie a fenomeni di localizzazione delle soluzioni omocline rispetto alle 
oscillazione lenta della Lagrangiana. 

Tali tecniche possono essere facilmente applicate ai sistemi della forma u = 
u - a(o)t) \u\2u, con a non costante e periodica (o più in generale almost periodi
ca) purché co risulti sufficientemente piccolo. In effetti, si è provato che la presen
za di un termine ad oscillazione lenta nel campo è sufficiente a garantire condizio
ni di discretezza dell'insieme omoclino, condizione base per l'esistenza di soluzioni 
multibump. Più precisamente, considerati i sistemi 

(DJ u =u - (a(t) + a(a)t))\u\2u , £eR, ueRN 

si è provato 

TEOREMA 2. - Per ogni a e C(R, R) non negativa, almost periodica e per ogni 
aeC(R, R) non costante, positiva e almost periodica, esiste œ > 0 tale che per 
ogni co e (0,0;) il sistema (Dœ) ammette soluzioni multibump. 

Dal Teorema 2, poiché non è richiesta alcuna condizione sulla norma L °° di a, 
si ottiene immediatamente che l'insieme delle funzioni almost periodiche a per le 
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quali il sistema (Da) ha un insieme «discreto» di omocline, e quindi ammette dina
mica multibump, è denso rispetto alla topologia L °° nell'insieme di tutte le funzio
ni almost periodiche positive. In effetti, essendo la condizione di discretezza sta
bile rispetto a piccole perturbazioni del campo, si ottiene che tale insieme è anche 
aperto. 

TEOREMA 3. - Esiste un sottoinsieme aperto e denso Oidi {a e. C(R, R) | a è al
most periodica e a{t) > 0 , V i e R } tale che per ogni a; e CI il sistema (Da) ammet
te soluzioni multibump. 

Come già sottolineato, l'argomento cruciale utilizzato per provare il Teorema 
0.3 è che il termine perturbativo ad oscillazione lenta a(a)-) permette di discretiz-
zare (in modo stabile) l'insieme delle soluzioni omocline del sistema perturbato 
(Dœ). Ciò può essere fatto in generale per ogni a e L °° (R, R + ), scegliendo oppor
tunamente la perturbazione lenta a. Tale costruzione può essere fatta nel caso 
più generale di (sistemi di) equazioni semilinari ellittiche e costituisce l'ultima 
parte della tesi. 

Si consideri il problema semilineare ellittico 

(Po) -Au(x) + u(x) = a(x) \u(x) \2u(x) ueH\RN, R) 

dove aeL00(RN, R), a(x) ̂  a0 > 0 per q.o. xER^. 
Tale tipo di problema è stato studiato con varie tecniche in numerosi lavori e 

differenti risultati di esistenza sono stati provati. Infatti, l'esistenza di soluzioni 
non banali del problema (Pa) dipende fortemente dal comportamento del coeffi
ciente a. In tale direzione, estendendo i risultati sopra esposti, nella tesi è stato 
provato che l'esistenza di infinite soluzioni del problema (Pa) è di fatto una pro
prietà generica rispetto al coefficiente aeL00(RN), a^ 0 q.o. in R^. Precisamen
te si è provato 

TEOREMA 4. - Esiste un insieme GL aperto e denso in {a^L™ (RN): a ̂  0 } ta
le che per ogni a e. OL il problema (Pa) ammette infinite soluzioni 
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