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(2, 2 x 2)-generazione costruttiva di gruppi. 

PAOLA ZUCCA 

Per il celebre Teorema di Feit-Tompson, ogni gruppo semplice finito non abe-
liano G ha ordine pari, ed è quindi generato da involuzioni. Detto i(G) il minimo 
numero di involuzioni che generano G, si ha ovviamente i(G) ^ 3, poiché due in
voluzioni generano un gruppo diedrale. D'altra parte, modulo il teorema di classi
ficazione, è stato dimostrato che risulta sempre i(G) = 3, con Tunica eccezione di 
G = PSUS(9) per cui si ha i(G) =4 ([2]). 

V. D. Mazurov, nella 12a edizione del volume Unsolved Problems in Group 
Theory (1980) ([3]), ha posto il problema più raffinato della determinazione dei 
gruppi semplici finiti generati da tre involuzioni, due delle quali commutano. Bre
vemente diremo che un gruppo con questa proprietà è (2, 2 x 2)-generato. 

Ya. N. Nuzhin ha determinato i gruppi semplici che risultano (2, 2 x 2)-gene-
rati, limitatamente alla classe dei gruppi alterni An e dei gruppi speciali proiettivi 
PSLn(Fq) e PSUn(Fq), dove Fq è un campo finito ([4]). 

L'argomento principale della nostra tesi riguarda il problema di Mazurov, af
frontato nel contesto più generale dei gruppi di matrici, di rango sufficientemente 
elevato, su un anello finitamente generato R. In particolare, per R = Fqy ottenia
mo la (2, 2 x 2)-generazione dei gruppi semplici classici. Veniamo ora ad una de
scrizione più dettagliata dei nostri risultati, che sono di tipo costruttivo. 

Sia R un anello commutativo con 1. Per ogni n ^ 2 poniamo 

En(R) := (I + xeij \xeR, i^j). 

Qui, al solito, eij indica la matrice nxn con 1 nella posizione (i, j) e 0 altrove. 
Chiaramente En(R) risulta un sottogruppo del gruppo SLn(R) delle matrici di de
terminante 1. 

TEOREMA 1. - Sia R un anello commutativo generato da tl9 ..., td, dove tx è 
un elemento unitario di periodo moltiplicativo finito. Allora En(R) è (2 ,2x2) -
generato per ogni n^8 + 6d. 

Tale risultato viene successivamente utilizzato nell'ambito degli analoghi dei 
gruppi classici su R. Tali gruppi, la cui interpretazione geometrica come gruppi di 
isometrie di forme sesquilineari è ben nota in letteratura ([1]), vengono conve
nientemente definiti in maniera uniforme, tramite un insieme di generatori. 

Sia J un automorfismo dell'anello R tale che J2 = id. Per ogni matrice (r#) su 
R, indichiamo con (r#)J la matrice con rfj nella posizione (j, i) e consideriamo 
l'immersione h : GLn(R) —>GL2n(R) data da ^^d iag (^ , ( ^ _ 1 ) J ) . Posto e = ± 1 , 



58 PAOLA ZUCCA 

definiamo E2n(R, J, s) come il sottogruppo di GL2^(i2) generato da h(En(R)), 
dalle matrici 

/ / reij-erJeji\ Il (r-er^eA 

\o i y lo / / 
e dalle loro trasposte, per ogni i^j e per ogni reR. 

TEOREMA 2. - Sia R come nel Teorema 1. Per ogni n^l4 + 6d, il gruppo 
E2n(R, J, e) è (2, 2 x 2)-generato purché, nel caso e = - 1 , 2 sia un elemento 
unitario di R. 

Infine siano vl9 ..., vs elementi di R - {0} fissati da J e sia {vi |1 ^2n + s} 
la base canonica di R2n + S. Per reR, i^s, siano q>i(r\ ipi(r) le applicazioni che 
agiscono sull7ì!-sottomodulo (vi9 vn + i, v2n + i) rispettivamente con matrici 
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e che fissano gli altri elementi della base. Detta h: GL2n(R)^GL2n + s(R) l'im
mersione G>->diag(G, I8), definiamo E2n + S(R, J, vl9 ..., v8) come il sottogrup
po di GL2^ + S(it!) generato da h(E2n(R, J, 1)) e dalle matrici cpiix) e rpi(r), per 
ogni i ^ s e per ogni reR. 

TEOREMA 3. - Sia R come nel Teorema 1 e sia 2 un elemento unitario di R. 

i) E2n + 1(R, J, v) è (2, 2 x 2)-generato, per ogni n^l4 + 6d; 

ii) E2n + 2(R, J, vly v2) è (2, 2 x 2)-generato, per ogni n^lS + 6d. 

Dai precedenti teoremi si deduce, in particolare, la (2, 2 x 2)-generazione dei 
seguenti gruppi finiti: i gruppi speciali lineari &Ln(q), n ^ 14 (per ogni ç); i gruppi 
simplettici Sp2n(q), n^20 (q dispari); i gruppi ortogonali Q2n(q), n^20 (per 
ogni q); i gruppi unitari SU2n(q

2), SU2^ + i(g2) e i gruppi ortogonali Q2n + 1(q), 
n^20 (q dispari); i gruppi ortogonali Q2n + 2(q), n^24 (q dispari). 

Il secondo risultato significativo riguarda la (2, 2 x 2)-generazione del grup
po degli automorfismi di un gruppo libero di rango finito, per il quale si ottiene la 
seguente condizione necessaria e sufficiente: 

TEOREMA 4. - Sia Fn un gruppo libero di rango finito n e sia Aut (Fn) il grup
po degli automorfismi di Fn. Allora Aut(i^) è (2, 2 x 2)-generato se e solo se 
n^5. 

Considerando inoltre l'azione di Aut(Fn) su FJF^ che è abeliano libero 
di rango n, si ha che il gruppo generale lineare GLn(Z) è immagine epimorfa 
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di Aut(Fn) e si deduce dal Teorema precedente una condizione necessaria 
e sufficiente relativa alla (2, 2 x 2)-generazione di GLn(Z). 

Il terzo problema considerato nella nostra tesi è quello della (2, 3)-generazio-
ne di Aut (Fn), risolto positivamente da M. C. Tamburini e da J. S. Wilson per n ^ 
18 ([5]). Abbiamo contribuito a tale problema dimostrando innanzitutto che anche 
i gruppi Aut(F15) e Aut(F16) sono (2, 3)-generati. Abbiamo inoltre dimostrato 
che il gruppo generale lineare GLn(Z) e, a maggior ragione, Aut ( i^ ) non sono 
(2, 3)-generati per n ^ 4. Tali risultati negativi, per n e {2, 4} sono basati sui se
guenti fatti: GL2(Z) ha un sottogruppo normale di indice 4 e GL4(2) —As non è 
(2, 3)-generato. Il caso n = 3 ha richiesto un'analisi più approfondita e metodi più 
sofisticati. 

Notiamo infine che i metodi da noi utilizzati, essendo di tipo costruttivo, si pre
stano ad una eventuale implementazione per il calcolo automatico. 
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