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Modellazione matematico-numerica 
di problemi relativi al flusso sanguigno. 

ALESSANDRO VENEZIANI 

1. - Introduzione. 

Lo studio del ruolo della emodinamica nella formazione e nello sviluppo di pa
tologie vascolari molto diffuse come l'aterosclerosi è un obbiettivo rilevante ed at
tuale della ricerca cardiovascolare. In questo ambito, sulla base di evidenze speri
mentali, è ben noto che le caratteristiche locali del flusso sanguigno in un partico
lare distretto vascolare (ad esempio la biforcazione carotidea) possono sollecitare 
risposte patologiche da parte del tessuto endoteliale della parete. Spesso, questo 
processo porta alla formazione di placche aterosclerotiche, con conseguente ridu
zione del lume vascolare e, quindi, dell'afflusso di sangue ai distretti periferici. 

Da alcuni anni, lo sviluppo della Fluidodinamica Computazionale ha trovato, 
in questo contesto, un promettente campo di ricerca. Nell'ambito di un problema 
reso difficile dalla presenza di molti aspetti interagenti fra loro (la dinamica del 
sangue, la dinamica della parete vascolare, i fenomeni di trasporto di soluti dal 
sangue alla parete, ecc.), lo sviluppo di tecniche numeriche di indagine si offre co
me valido complemento (e talvolta alternativa) alle tradizionali tecniche basate su 
misure sperimentali «in vitro» o «in vivo» (queste ultime necessariamente «inva
sive» sul paziente). Da un lato, lo studio numerico permette il calcolo accurato di 
grandezze significative per i fenomeni in esame, tipicamente di non facile misura
zione (come lo sforzo di taglio esercitato dal sangue sulla parete); dall'altro, la 
messa a punto di opportuni algoritmi di ricostruzione tridimensionale delle strut
ture vascolari a partire da dati clinici (come quelli generati da TAC) permette la 
simulazione del flusso in geometrie reali di pazienti, consentendo una valutazione 
accurata della situazione effettiva, che, come è facile immaginare, risente signifi
cativamente proprio della morfologia individuale. 

Queste considerazioni hanno motivato il lavoro della tesi, che possiamo artico
lare in 3 punti: 

1) studio e analisi dei modelli matematici del flusso sanguigno; 

2) sviluppo di tecniche numeriche e di codici per il calcolo numerico del 
flusso sanguigno; 

3) sviluppo di algoritmi di ricostruzione delle morfologie vascolari per la si
mulazione in geometrie reali. 

Per brevità, diamo conto qui solo di alcuni risultati relativi ai primi due punti. 
Per i risultati relativi a simulazioni in geometrie tridimensionali reali, si può far 
riferimento a [5]. 
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2. - Analisi di modelli matematici del flusso sanguigno. 

Le patologie vascolari cui si è fatto cenno interessano essenzialmente arterie 
di medio e grosso calibro, come la biforcazione carotidea, quella renale o l'arteria 
femorale. Dal punto di vista della modellistica matematica, questo permette di fa
re alcune semplificazioni. In particolare, il flusso sanguigno nei distretti citati può 
essere descritto dalle equazioni di Navier-Stokes per un fluido Newtoniano in
comprimibile. Pertanto, indicando con Q il distretto vascolare studiato, x le coor
dinate spaziali, v la viscosità cinematica del fluido, f un termine forzante, le equa
zioni che descrivono i campi di velocità u(x, t) e pressione p(x, t) sono: 

(1) 

<3u 
— + (u-V) u - vAu + Vp =f 
dt 

V-u = 0 

per xeQ e t>0. L'analisi circa la buona posizione del problema dato dalle equa
zioni (1), in cui si assegnino i campi di velocità u0 per t = 0 e u ^ sul bordo del do
minio, è ben nota. Nel caso in oggetto, però, le condizioni al bordo sulla velocità, 
benché matematicamente ben fondate, sono praticamente irrealizzabili «in vivo» 
con gli strumenti di misura attuali. Infatti, se è ragionevole pensare di assegnare 
la continuità del campo di velocità sull'interfaccia fluido/parete vascolare, sulle 
sezioni artificiali che delimitano il distretto vascolare rispetto al resto del sistema 
circolatorio i dati disponibili si riferiscono, tipicamente, a valutazioni «medie», co
me la pressione media o la portata sanguigna media. Questi dati non sono suffi
cienti a rendere ben posto il problema matematico, fornendo solo informazioni 
mediate sulle sezioni di ingresso e uscita del distretto. Per questo motivo, si ren
de necesario aggiungere condizioni che permettano di rendere ben posto il pro
blema e, nello stesso tempo, lo perturbino il meno possibile. Una recente proposta 
(cfr. [1]), in questo contesto, va sotto il nome di approccio «do nothing». L'idea di 
base consiste nel riformulare il problema in modo variazionale, scegliendo una 
formulazione opportuna in base ai dati effettivamente disponibili. Le condizioni al 
bordo naturali associate a tale formulazione sono le condizioni «do-nothing» ag
giunte al problema. La risoluzione numerica mediante approccio «do-nothing» di 
problemi a pressione media imposta sulle sezioni di ingresso e uscita in casi in cui, 
per la semplicità della geometria di Q, sia disponibile una soluzione analitica, han
no permesso di accertare che, effettivamente, tali condizioni risultano poco per-
turbative. Generalizzando i risultati in [1], nella tesi si mostra come tutti i proble
mi di interesse per l'emodinamica numerica si prestino a una formulazione varia
zionale «do-nothing» generale, la cui buona posizione è stata investigata secondo 
la tecnica, proposta da Prouse per il problema di Dirichlet in [3], consistente nella 
riformulazione delle equazioni di Navier-Stokes in una disuguaglianza variazio
nale. Per maggiori dettagli circa questa parte del lavoro, si può far riferimento 
anche a [6]. 

Per quanto concerne lo studio della parete, particolarmente complicato per la 
natura anisotropa e viscoelastica del tessuto vascolare, è stato proposto un model
lo semplice per un continuo monodimensionale viscoelastico. È stato affrontato 
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uno studio preliminare del problema che deriva dall'accoppiamento di questo mo
dello con le equazioni di Navier-Stokes (ulteriori dettagli si trovano in [5]). 

3. - Sviluppo di metodi di avanzamento in tempo per le equazioni di 
Navier-Stokes. 

Il fenomeno studiato è chiaramente nonstazionario: da un punto di vista nu
merico, questo richiede la messa a punto di strategie efficienti di avanzamento in 
tempo per le equazioni di Navier-Stokes (1). Le difficoltà associate alla risoluzio
ne numerica di questo problema risiedono nella sua natura «saddle-point», ove la 
pressione gioca il ruolo di moltiplicatore di Lagrange del vincolo di incomprimibi
lità, nonché nelle grandi dimensioni del sistema lineare ottenuto dopo opportune 
discretizzazione in spazio e in tempo e linearizzazione delle equazioni (1) (cfr. ad 
es. [4]). Tale sistema ha la forma: 

(2) .n + l un + 1 Ayn + 1 = b> con A = 
C DT 

D 0 

Nella tesi, traendo spunto da un lavoro di Perot [2], è stata proposta una for
ma generale per ridurre lo sforzo computazionale mediante decomposizione a 
blocchi LU della matrice A. Più concretamente, si osserva che la matrice A am
mette la decomposizione a blocchi LU: 

(3) A = 
C 

D 

0 

-DC-lDT 

I C~lDT 

0 / 

che, in linea di principio, consente di risolvere il problema invertendo matrici di 
dimensioni ridotte rispetto a quella originale in (2). Tuttavia, l'efficacia computa
zionale di questa decomposizione è fortemente limitata dalla necessità di dover 
invertire, ad ogni passo, la matrice C, soprattutto nel blocco (2,2) della matrice 
L. D'altra parte, se si approssima C~l con matrici facilmente calcolabili, si può ot
tenere una effettiva riduzione dello sforzo computazionale, senza un sensibile de
grado della accuratezza, purché Terrore indotto da tali approsimazioni sia conte
nuto nei termini dell'errore di discretizzazione. In dettaglio, approssimando C~l 

con la matrice Hx nel blocco (2,2) di L e con la matrice H2 nel blocco (1,2) di U, si 
ottiene: 

(4) A approx ' 

re o ir / 
[D -DHX GJ LO 

H2G 

I 

C CH2G 

D DiHz-HJG. 

Nella tesi sono state considerate diverse scelte per le matrici Hx e H2ì osservando 
che, in questo modo, si possono ottenere, come casi particolari, reinterpretazioni 
algebriche di metodi di splitting già noti (Chorin-Temam, Chorin-Temam incre
mentale, Van Kan), nonché metodi nuovi. Fra questi, in particolare, ci si è concen
trati sulla scelta: H1=AtM~1 eH2 = C _1, essendo M la matrice di massa associa
ta al campo di velocità, che è tipicamente «facile» da invertire e At il passo della 
discretizzazione temporale. Questa scelta porta alla formulazione di uno schema 
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nuovo, che, pur nascendo come metodo di splitting algebrico, può essere reinter
pretato come metodo di quasi-comprimibilità, ossia di stabilizzazione mediante 
(piccola) perturbazione del vincolo di incomprimibilità. La forma esplicita di que
sto termine perturbativo, (apparentemente) nuovo nella letteratura di questo set
tore, può essere espressa in funzione della regolarizzata di Yosida dell'operatore 
Laplaciano. Lo studio della accuratezza del metodo ha permesso di accertare 
formalmente e sperimentalmente che la fattorizzzione non induce un degrado 
della accuratezza rispetto alla soluzione calcolata senza splitting. Ulteriori detta
gli circa le proprietà e le prestazioni numeriche di questo metodo si possono tro
vare in [4]. 

Nota: La tesi è stata svolta presso il Dipartimento di Matematica «F. Brioschi» del Po
litecnico di Milano, in collaborazione con il Gruppo di Applicazioni Biomediche del Centro di 
Ricerche, Sviluppo e Studi Superiori in Sardegna (CRS4) di Cagliari e con il Laboratorio di 
Bioingegneria dell'Istituto «M. Negri» di Bergamo. 
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