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Risoluzione numerica di equazioni integrali lineari 
con soluzione non regolare. 

LETIZIA SCUDERI 

Molti problemi differenziali con valori assegnati sulla frontiera di un dominio 
del piano conducono ad equazioni integrali lineari, le cui soluzioni presentano del­
le singolarità, che non possono essere estratte sottoforma di fattore, quindi incor­
porate in una funzione peso (non negativa) in modo tale che la rimanente parte sia 
regolare. Per esempio parecchi problemi fisici danno luogo ad equazioni integrali 
lineari della forma 

ì 

(1) (I-K)u:=u(y)- J k(x, y)u(x) dx=f(y\ -l^y^l, 
- ì 

in cui il nucleo k(x, y) presenta una singolarità di tipo logaritmico (\og\x-y\) 
oppure algebrico (\x-y\a, a> -1) o più in generale una combinazione di en­
trambe. Il comportamento di u(x) in [ - 1 , 1 ] è noto; esso ammette uno sviluppo 
contenente, oltre alla funzione termine notof(x), un numero finito di termini de­
bolmente singolari del tipo (1 ± ^ log J ( l ± x) o (1 ± xya + a)+j, con i ^ j ed i ^ 1, 
più una funzione regolare, la cui espressione non è nota. Pertanto se/presenta 
delle irregolarità, la soluzione u ammetterà le stesse singolarità di /; ciò avviene 
anche se in (1) la funzione k è regolare. Chiaramente in tali situazioni non si può 
scrivere u(x) nella forma w(x)v(x), ove la funzione peso w(x) include le irregolari­
tà di u(x) e v{x) è regolare. Una fattorizzazione di questo tipo avrebbe consentito 
di approssimare v(x) in maniera efficiente in [ - 1 , 1] mediante un polinomio alge­
brico di tipo globale o discretizzare l'integrale Ku mediante una formula di qua­
dratura di tipo interpolatorio, che integri esattamente il nucleo wk (o le sue com­
ponenti singolari) ed interpoli la parte regolare della funzione integranda che ri­
mane, mediante un polinomio interpolante di Lagrange. Quando non è possibile 
una fattorizzazione della soluzione, i metodi più comunemente usati per la risolu­
zione delle suddette equazioni integrali sono tutti basati su approssimazioni poli­
nomiali a tratti definite su mesh dell'intervallo di integrazione opportunamente 
graduate, ovvero su partizioni non uniformi del dominio che hanno un maggiore 
addensamento di punti vicino alle singolarità. Questi metodi consentono di rag­
giungere un ordine di convergenza ottimale, ma i sistemi lineari che discretizzano 
l'equazione integrale assegnata e che in pratica forniscono la soluzione dell'equa­
zione, risultano fortemente mal condizionati al crescere del grado locale del poli­
nomio. Per questo motivo, in pratica, cioè in aritmetica con precisione finita di cal­
colo, accade che aumentando il grado locale del polinomio, l'accuratezza della fun­
zione approssimante la soluzione, non migliora, come le stime teoriche di conver­
genza garantiscono. In questo caso diventa quindi inevitabile l'uso di precondizio­
natori. D'altra parte metodi basati su approssimazioni polinomiali di tipo globale 
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non sono competitivi in quanto il loro ordine di convergenza è fisso e relativamen­
te basso, a causa delle singolarità presenti nella soluzione. 

In questa tesi di Dottorato viene dimostrato che è possibile risolvere equazio­
ni integrali con soluzioni non regolari, mediante metodi basati su approssimazioni 
polinomiali algebriche di tipo globale e con ordini di convergenza arbitrariamente 
elevati, attraverso la risoluzione di sistemi lineari ben condizionati. Si rende ciò 
possibile, con l'introduzione di un'opportuna trasformazione non lineare nell'e­
quazione integrale, che consente di migliorare il comportamento della soluzione 
ed eventualmente quello del termine noto. L'aspetto interessante della tecnica 
proposta è che essa consente di ottenere accurate approssimazioni della soluzione 
mediante la risoluzione di sistemi lineari di ordine basso e perfettamente condi­
zionati. Ciò rende pertanto i metodi proposti altamente competitivi rispetto a 
quelli basati su approssimazioni polinomiali di tipo locale, precedentemente 
menzionati. 

L'idea di regolarizzare la soluzione introducendo un cambiamento di variabile 
non è nuova; tuttavia le trasformazioni che sono state proposte in letteratura si 
applicano soltanto a problemi molto particolari, per la risoluzione dei quali sono 
state comunque utilizzate approssimazioni polinomiali di tipo locale definite su 
mesh uniformi. L'approccio regolarizzante che viene proposto in questa tesi di 
Dottorato ha invece un'applicabilità molto più generale e ricorre all'approssima­
zione polinomiale algebrica di tipo globale. Per dimostrare la sua validità e gene­
ralità in questa tesi è stato applicato ad alcune equazioni integrali di tipo debol­
mente singolare e singolare, che possono essere considerate equazioni prototipo 
di classi più ampie di equazioni integrali a cui il nostro approccio potrebbe appli­
carsi. La scelta di tali equazioni è dovuta al fatto che esse ammettono soluzione 
notoriamente singolare agli estremi e/o all'interno dell'intervallo di integrazione, 
e per esse, finora, gli unici metodi che hanno consentito di raggiungere ordini di 
convergenza arbitrariamente elevati sono quelli che utilizzano approssimazioni 
polinomiali a tratti definite su mesh graduate dell'intervallo di integrazione. Os­
serviamo esplicitamente che l'introduzione di una tecnica regolarizzante, pur mi­
gliorando il comportamento della soluzione e quello del termine noto, al contempo 
complica notevolmente l'espressione originaria del nucleo dell'equazione integra­
le, facendolo apparire a prima vista intrattabile. Tuttavia, un profondo ed attento 
studio dell'equazione regolarizzata consente di riscrivere il nucleo trasformato 
come combinazione o prodotto del nucleo dell'equazione originaria più o per una 
perturbazione che ha delle singolarità in punti fissi dell'intervallo di integrazione, 
e quindi di superare in maniera efficiente, anche attraverso l'utilizzo di risultati 
non standard recentemente apparsi in altri contesti, la difficoltà emersa. Pertan­
to, sebbene tale approccio risulti applicabile ad un'ampia classe di equazioni inte­
grali con soluzione non regolare, è pur vero che ciascuna delle equazioni regola­
rizzate e i metodi ad essa applicati richiedono nelle rispettive analisi teoriche, l'u­
tilizzo di tecniche di dimostrazione di tipo diverso e, talvolta, non classico. 

Per regolarizzare il comportamento delle soluzioni di tutte le equazioni inte­
grali considerate in questa tesi, abbiamo definito un cambiamento di variabile 
(non lineare), che si adatta facilmente a vari tipi di singolarità. La suddetta tra­
sformazione viene introdotta, in particolare, nelle equazioni integrali debolmente 
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singolari del tipo (1), che opportunamente trasformate, vengono poi risolte me­
diante un metodo classico (di proiezione o di tipo Nystrôm) basato su approssima­
zioni polinomiali di tipo globale. In questa tesi abbiamo dimostrato la stabilità e la 
convergenza sia di un metodo di collocazione, sia di un metodo di tipo integrazio­
ne-prodotto: entrambi hanno fornito un ordine di convergenza arbitrariamente 
elevato (vedi anche [2]). I risultati numerici riportati e il confronto di questi con 
quelli ottenuti mediante il corrispondente metodo definito su mesh graduate pon­
gono chiaramente in evidenza l'efficienza e la superiorità dell'approccio numerico 
da noi proposto. 

Un approccio regolarizzante e un metodo di tipo polinomiale algebrico e glo­
bale viene proposto anche per l'equazione integrale di Symm, 

- —J \og\y - x\u(x) ds(x) =f(y), 2/ef, 
jt p 

definita su un poligono o, più in generale su una curva r regolare a tratti, la cui 
soluzione presenta un comportamento singolare in corrispondenza dei vertici di 
T. Solo di recente è stato proposto in [1] un metodo di collocazione che consente di 
raggiungere un ordine di convergenza ottimale mediante funzioni spline di ordine 
arbitrariamente elevato, definite su mesh opportunamente graduate. Noi abbia­
mo dimostrato che con il nostro approccio regolarizzante è possibile ottenere un 
ordine di convergenza arbitrariamente elevato anche mediante un metodo polino­
miale di tipo algebrico e globale. Attualmente abbiamo dimostrato la stabilità e la 
convergenza di un metodo lievemente modificato vicino alle singolarità rispetto a 
quello originariamente proposto. Osserviamo che la modifica apportata è tipica 
nella trattazione di operatori di tipo Mellin discretizzati, e finora, tutti i metodi 
numerici, proposti per la risoluzione dell'equazione di Symm sul poligono quando 
analizzati dal punto di vista teorico vengono opportunamente modificati, se non si 
vogliono assumere limitazioni troppo restrittive sugli angoli del poligono. 

Con un approccio regolarizzante abbiamo risolto anche la seguente equazione 
integrale 

ì 
4 i y x 

u(y)+—J—9 —u(x)dx = y, 0 < ? / ^ l , 
ni (x2 + y2)2 

la cui soluzione presenta nell'origine una singolarità debole, che non può essere 
separata dalla restante parte regolare. L'applicazione di un metodo di integrazio­
ne-prodotto direttamente all'equazione integrale consente di raggiungere un or­
dine di convergenza fisso, mentre l'applicazione dello stesso metodo all'equazione 
regolarizzata ci ha consentito di ottenere un ordine di convergenza arbitraria­
mente elevato. 

Infine abbiamo considerato l'equazione generalizzata di un profilo alare muni­
to di un'aletta, 

ì ì 

1 rfk ^(^) 1 f 
— Jr dx+ — J k(xy y) u(x) dxdx =f(y), - 1 <y < 1, 
7t_x x - y jt_i 
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ove il primo integrale è da intendersi definito secondo il valore principale di Cau-
chy, k(x, y) ha una singolarità di tipo logaritmico ed /ammet te una discontinuità 
di I specie in corrispondenza del punto in cui è imperniata l'aletta. Quest'ultima 
genera una singolarità di tipo logaritmico, nello stesso punto, nella soluzione. Per 
la suddetta equazione un approccio regolarizzante e la successiva applicazione di 
un metodo polinomiale algebrico è stato già recentemente proposto in [3]. Invero, 
in [3], gli autori definiscono una trasformazione non lineare molto semplice che 
consente di regolarizzare il comportamento della soluzione e considerano per la 
risoluzione numerica dell'equazione integrale trasformata sia un metodo di collo­
cazione che uno di Galerkin. Essi dimostrano la stabilità e una stima di conver­
genza di ordine arbitrariamente elevato del metodo di Galerkin e lasciano come 
problema aperto lo studio teorico del corrispondente metodo di collocazione. Gli 
eccellenti risultati numerici forniti da quel tipo di approccio, che sembravano ga­
rantire la stabilità e la convergenza anche del metodo di collocazione, ci hanno 
non solo stimolato nella ricerca di una dimostrazione teorica delle suddette pro­
prietà, ma soprattutto ci hanno ispirato nell'applicazione di un analogo approccio 
regolarizzante per la risoluzione numerica di altri tipi di equazioni integrali con 
soluzione non regolare, di cui i principali risultati sono stati riportati e descritti in 
questa tesi di Dottorato. La trasformazione regolarizzante che viene proposta in 
questa tesi in effetti generalizza quella usata in [3], in quanto consente di regola­
rizzare simultaneamente più singolarità, interne e/o agli estremi dell'intervallo di 
integrazione. In questa tesi noi abbiamo dimostrato la stabilità e la convergenza 
del metodo di collocazione proposto in [3], modificandolo però lievemente nelle vi­
cinanze del flap (vedi anche [4]). Tale modifica (come nel caso dell'equazione di 
Symm) è stata considerata per poter trattare un operatore di tipo Mellin, presen­
te nell'equazione integrale regolarizzata del profilo alare. 

Infine, abbiamo mostrato che la trasformazione regolarizzante da noi proposta 
consente anche di valutare efficientemente integrali definiti su un intervallo, un 
triangolo, o più in generale un poligono, di funzioni con singolarità sulla frontiera 
del dominio di integrazione. 
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