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Applicazioni di teoremi di confronto 
per leggi di conservazione con condizioni al bordo. 

ANDREA TERRACINA 

In questa tesi sono trattati problemi misti per leggi di conservazione. 
Una legge di conservazione iperbolica scalare è un'equazione del tipo 

du df(u) _ n 
i u , 

dt dx 

dove u rappresenta una funzione definita in un dominio D e R x R+ a valori reali 
e fé. C1(R). Tale equazione proviene dallo studio di modelli fisici in cui la funzione 
u rappresenta la densità di una grandezza che si conserva. Il problema di Cauchy 
associato alla legge di conservazione consiste nel cercare una funzione u che ri
solva tale equazione differenziale in tutto R x R+, assumendo il dato iniziale u0 su 
R x {0}. È noto in letteratura che, in generale, il problema di Cauchy non ha so
luzione classica. Ciò non è dovuto all'eventuale mancanza di regolarità del dato 
iniziale, bensì è legato alla natura non lineare dell'equazione. È necessario quindi 
considerare la formulazione debole del problema. In tal caso è sufficiente che la 
soluzione sia L °°. Rispetto alla formulazione debole il problema di Cauchy è mal 
posto, infatti applicando il metodo delle caratteristiche si possono esibire esempi 
di non unicità per esso. Bisognerà individuare tra tutte le soluzioni deboli quella 
fisicamente accettabile. A tale proposito viene introdotto il concetto di soluzione 
entropica [2]. In questo contesto si limitano le discontinuità ammissibili (shock) 
per la soluzione. 

La proprietà essenziale delle curve di discontinuità, è che esse non generano 
nuove caratteristiche classiche, al contario sono le caratteristiche a convergere su 
tali curve. Questo fa sì che ci sia una perdita di informazione e quindi aumento di 
«entropia fisica» ogni volta che compare un nuovo shock. È bene sottolineare che 
l'entropia in cui si fa riferimento nelle leggi di conservazione è di segno opposto 
rispetto all'«entropia fisica» e quindi tende a diminuire quando si genera una 
nuova discontinuità. 

Nel caso in cui il dato iniziale u0 sia di classe L °° esistono risultati di esistenza 
ed unicità della soluzione entropica del problema di Cauchy [2]. 

È chiaro che ci troviamo in un contesto di estrema irregolarità per le soluzioni, 
ciò continuerà a valere per un problema misto del tipo 

(1) 

ut+f(u)x = 0 in J x [ 0 , D 

u(x, 0) = u0(x) in J x {0} 

[uìdI = a0 in dix (0, T), 
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dove u0 e Cl(I\ a0 E C1(dl x (0, T)),/e C1(R) ed / è un intervallo aperto stretta
mente contenuto in R. In guesto caso il problema si complicherà per la presenza 
delle condizioni al bordo. E evidente già nel caso in cui la funzione / sia lineare 
che, in generale, il dato al bordo non può essere assunto in senso classico. Per 
convicersi di ciò è sufficiente considerare un flusso lineare del tipo fin) = Àu, con 
X costante reale. 

Ovviamente la situazione è molto più complessa nel caso in cui il flusso / sia 
non lineare. La formulazione generale per il problema misto (1) è stata data in [1] 
partendo dall'idea euristica di approssimare il problema iperbolico con uno para
bolico in cui i termini diffusivi tendono a scomparire. Dal momento che il proble
ma misto di Dirichlet è ben definito per le equazioni di tipo parabolico, lo stesso 
permette di dare una formulazione per le condizioni al bordo del problema (1). 

In ogni punto di di x (0, T) la traccia della soluzione (ci si pone nella classe 
funzionale BY) dove appartenere ad un insieme di compatibilità, individuato dal 
valore del dato al bordo nel punto e dalla funzione /. 

Nello studio del problema misto si presentano sostanzialmente due difficoltà. 
La prima è dovuta alla mancanza di regolarità delle soluzioni, come nel caso del 
problema di Cauchy. La seconda è legata alla inusuale interpretazione delle con
dizioni al bordo. Uno strumento molto efficace per lavorare nell'ambito del pro
blema misto è fornito dalle tecniche di confronto tra le soluzioni. 

A tale proposito nella tesi, usando le tecniche di Kruzkov [2], si dimostra un 
teorema di confronto delle soluzioni del problema misto (1) rispetto ai dati [5]. 

Questo permette di estendere i risultati di esistenza ed unicità, dimostrati in 
[1] nel caso di dati C2, al caso di dati BVÌ0C n.L °°. 

Tra le applicazioni del metodo di confronto trattate nella tesi c'è lo studio di 
un problema di frontiera libera per leggi di conservazione che proviene da un mo
dello di ion-etching per la costruzione di mezzi semiconduttori [4]. 

Tale problema consiste, formalmente, nel cercare una coppia (s,u)e 
Lip((0, T)) x (BV(A)nLx(A)) soluzione di 

ut +f(u)x = 0 in A(8(t), T) 

u(x, 0)=UQ(X) in R+ x {0} 

f(u(s(t\ t)) 
s'(t) = 

u(s(t), t) + c 

dove e è una costante positiva, il dominio A:= {(x, O G R X (0, T)\ 0 ^t<T, 
s(t) < x} mentre la funzione /, detta «funzione di sputtering», dipende dalla 
struttura del materiale semiconduttore che si considera e verifica delle opportune 
proprietà. Si tratta di una problematica nuova per leggi di conservazione. 

Come primo risultato si dimostra l'esistenza di soluzioni regolari del problema 
(2) per tempi piccoli. 

Per studiare il problema per tempi arbitrariamente grandi è evidente, per 
quanto detto in precedenza, che bisognerà considerare una formulazione entropia 
ca del problema (2). D'altra parte anche in quest'ambito, ci si accorge che il pro
blema è mal posto in quanto c'è mancanza di unicità [4]. Bisognerà imporre delle 
condizioni aggiuntive, a tale scopo sarà utile vedere il problema nell'ottica delle 
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condizioni al bordo. Partendo dalle considerazioni fatte in [4] per il problema (2) 
con dati iniziali costanti, nella tesi viene data una formulazione entropica del pro
blema di frontiera libera (2) nel caso di dati iniziali non negativi appartenenti allo 
spazio BV. Vengono dimostrati risultati di esistenza, unicità per il problema di 
frontiera libera (2) per un ampia classe di dati iniziali. 

In particolare supponendo che il flusso/sia una funzione decrescente in R+, 
ipotesi molto naturale nel modello di ion-etching, sono dimostrati risultati di esi
stenza, unicità per dati iniziali nella classe BV. Sempre in tale contesto valgono ri
sultati di dipendenza continua e di confronto rispetto ai dati iniziali. 

Le tecniche di confronto permettono inoltre di fare un'analisi qualitativa per il 
comportamento asintotico della frontiera s. 

Questo può essere un modello guida per problemi più generali di frontiera li
bera per leggi di conservazione. 

Un'altra applicazione considerata nella tesi consiste nello studiare un'appros
simazione di rilassamento di tipo cinetico per leggi di conservazione con condizio
ni al bordo. 

Si considera un sistema con rilassamento di tipo (BGK) a due velocità per il 
problema misto (1) (/ = R+). Questi tipo di sistemi è stato introdotto in [3]. L'idea 
proviene dalla teoria cinetica della dinamica dei gas, più precisamente dal fatto 
che le equazioni della dinamica si possono ottenere a partire dalle equazioni di 
Bolzmann. 

Al variare di e > 0 il sistema è dato da 

(u1\ + X1(u1)x= - ( M i ^ i + Mg) -^ ) in R+ x (0, T) 
8 

(3) i (n2)t + ^i(u2)x= -(M2(ux + u2)-u2) in R+ x (0, T) 

8 

ui(x,0)=Mi(u0(x)) i = l , 2 in R + x {0} 

ui(0,t)=Mi(a0(t)) i = l , 2 in {0} x (0, T). 

Dove le Mi sono le componenti di una Maxwelliana e le velocità X i sono entrambe 
positive e verificano Xx <f'(u) < X2 per ogni u in R. 

Osserviamo che in tal caso il flusso fé strettamente crescente. In tale situazio
ne il dato al bordo è effettivamente assunto dalla soluzione entropica del proble
ma misto (1). 

Nella tesi si dimostra, in analogia con [3] (problema di Cauchy), che il sistema 
(3) rilassa sul problema (1), ovvero che la somma delle soluzioni u{ + u2 del siste
ma rilassante (3) converge in norma C((0, T\ Ll0C(K)) alla soluzione del problema 
misto (1). Per poter passare al limite dovremo fare delle stime a priori, indipen
denti da £, per le soluzioni del problema con rilassamento. A tale scopo faremo uso 
di un risultato di confronto e dipendenza continua dai dati valido per il problema 
(3). Grazie a questo potremo ricondurci a fare le stime nel caso in cui le soluzioni 
del sistema rilassante siano regolari. 

L'ipotesi che le velocità X{ siano positive è essenziale affinché valga il 
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risultato di convergenza sopra citato. In realtà, si può osservare che, se 
le velocità non sono entambe positive il problema (3) è mal posto. 

L'interesse per questo tipo di rilassamento è evidente da un punto di vista teo
rico, in quanto ci consente di approssimare il problema di leggi di conservazione 
con un sistema lineare del primo ordine debolmente accoppiato. 

Come ultima applicazione delle tecniche di confronto abbiamo studiato il com
portamento asintotico per la legge di bilancio 

du df(u) 

dì ax 

per ogni (x, t) appartenente al dominio (0, L) x (0, oo), dove L è una costante 
positiva e gsC1(R) è lipschitziana. Questa è una legge di conservazione in cui a 
secondo membro è presente un termine di sorgente che rappresenta fenomeni di 
reazione o di dissipazione. Si studia il problema misto per questa equazione po
nendo dei dati costanti sugli insiemi {0} x (0, o o ) e { L } x ( 0 , oo)edun dato ini
ziale u0 su (0, L) x {0}. 

Sotto opportune ipotesi sul f lusso/e sulla sorgente g, in particolare si assume 
che la funzione / sia convessa, si analizza il comportamento asintotico per tempi 
grandi della soluzione. Un fenomeno interessante da evidenziare, che non si veri
fica per il problema di Cauchy e che infatti è dovuto alla presenza di condizioni al 
bordo, è il fatto che la soluzione diventa in tempo finito stazionaria. Utilizzando 
tecniche di confronto si può studiare l'eventuale instabilità delle soluzioni 
stazionarie. 
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