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Algebre con identita polinomiali:
descrizione di alcuni 7-ideali dell’algebra libera.

FRANCESCA BENANTI

Sia ' un campo di caratteristica zero ed F(X) l'algebra associativa libera di
rango numerabile sull'insieme X = {y, a3, ...}. Sia A un’algebra associativa su F'
ed f=f(x,, ..., x,) e F(X). Diremo che f ¢ una identita polinomiale per A se
flay, ..., a,) =0 per ogni a4, ..., a, € A. L’'insieme T(A) delle identita polinomiali
dell’algebra A costituisce un 7T-ideale di F(X), cioé un ideale dell’algebra libera
invariante rispetto a tutti gli endomorfismi di F(X). Inoltre, & ben noto che se U ¢
un T-ideale di F(X) allora U = T(A) per qualche F-algebra A. Se A soddisfa una
identitd polinomiale non nulla (cioe T(A) # (0)) diremo che A & una Pl-alge-
bra.

11 lavoro svolto in questa tesi riguarda lo studio delle identita polinomiali della
algebra delle matrici # X n su un campo F' di caratteristica zero. Particolare cura
¢ rivolta alla descrizione del T-ideale dell’algebra della matrici di ordine tre,
T(M5(F)), e allo studio del T-ideale generato dal polinomio standard s, il eui ruo-
lo risulta fondamentale nella determinazione delle identita polinomiali di M, (F).
Le tecniche sviluppate per la descrizione di questultimo 7-ideale sono utilizzate,
infine, per studiare il T-ideale generato dal polinomio x™.

I1 T-ideale delle identita dell’algebra delle matrici M, (F) ricopre un ruolo ba-
silare nella teoria delle Pl-algebre. Infatti, dai risultati di struttura e di classifi-
cazione sui 7T-ideali ottenuti da Kemer [4], lo studio di un generico T-ideale & ri-
condotto allo studio dei T-ideali delle identitda polinomiali delle seguenti
algebre

F, F(X), M,(F), M,(E), M, (E),

dove E = E,E,; e l'algebra esterna o di Grassmann e

k l

E, E

M, () = "( : 1).
L\E, E,

Vista l'importanza del T-ideale delle identita polinomiali dell’algebra delle
matrici % X n nella teoria delle PI-algebre risulta interessante lo studio di identi-
ta esplicite per l'algebra delle matrici M, (F).

Un ruolo fondamentale nel T-ideale T(M,,(F)) & svolto dal polinomio standard
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Sn=sn(xly ceey xn) = 2 (—1)0900(1)...900(”).

oeS,

Nel 1950, Amitsur e Levitzki provarono che il polinomio standard di grado 2n
e la sola identitd polinomiale di grado minore o uguale a 27n per 'algebra delle
matrici M, (F). Nel 1973, Leron dimostrd che per n > 2 tutte le identita polino-
miali di grado 2n + 1 per M,(F) sono conseguenza dell'identitd standard s,,.
Questo risultato fu migliorato da Drensky e Kasparian, nel 1983 essi dimostraro-
no che tutte le identitd di grado 2% + 2 sono conseguenze dell'identitd standard
S2,, PET N = 3. E interessante ricordare che, per n =2, & stata determinata una
base finita di T(M,, (F')) costituita da due polinomi ed s,,, costituisce uno degli ele-
menti di questa base. Il problema di descrivere le identita polinomiali di M, (F) e
di trovare una base per T(M,(F)), per n > 2, & ancora aperto per cui notizie sul
T-ideale generato dall'identita standard potrebbero essere utili in tal senso.

Un metodo efficace per lo studio delle identita polinomiali & quello di descrive-
re gli spazi delle identita nel linguaggio delle rappresentazioni del gruppo sim-
metrico S,. E ben noto che, su un campo di caratteristica zero, ogni T-ideale & ge-
nerato dai suoi elementi multilineari, dunque, se denotiamo con V,, lo spazio vetto-
riale di tutti i polinomi multilineari di grado » in «,, ..., %,, studiare un T-ideale
U é equivalente a studiare U N V,, per ogni n. Il gruppo simmetrico S,, agisce da
sinistra su V, come segue

o (@i ®;,) = Logiy)* Loiy)»

doveoeS, ex; -x; €V,. Sotto questa azione V, & un S,-moduloe U NV, & un S,-
sottomodulo di V,. Il carattere y,(A) = x5 (V,/T(A) N'V,) & detto n-esimo coca-
rattere di A, dove A e una generica Pl-algebra.

La descrizione della successione dei cocaratteri {y,(A4)},>; di una Pl-algebra
A é uno dei metodi maggiormente sviluppati per lo studio delle identita soddisfat-
te da A. Dalla teoria di Young Frobenius esiste, in caratteristica zero, una corri-
spondenza biunivoca fra i caratteri irriducibili di S, e le partizioni di », inoltre,
per la completa riducibilita (teorema di Maschke), si ha la seguente decomposizio-
ne per una generica Pl-algebra A

AePart(n)

dove g, e il carattere irriducibile di S, associato alla partizione 1. Dunque lo stu-
dio del T-ideale di una generica Pl-algebra A puo essere affrontato descrivendo
la successione dei cocaratteri {y,(A)}, >, ovvero determinando le molteplicita n;
che compaiono nella decomposizione di tali caratteri.

Un primo risultato nello studio dei cocaratteri dell’algebra delle matrici
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M, (F) fu dato da Regev [7]. Egli dimostro la seguente uguaglianza
LM(F)) = 2 myy,,

AeAp2(n)
dove A ,2(n) & P'insieme delle partizioni A di % contenute nella striscia di ampiezza
k2. L’esplicita espressione di y,(My(F)) fu determinata da Formanek [3] e da
Drensky [1]. In questa tesi si studia y, (M3(F)) e si determinano tutte le parti-
zioni A di n per le quali m; # 0, pill precisamente si ottiene

Xn (M3(F)) = leAg(Zn), /léAmgXp
dove A = {(1%),(1%),(17),(15),(2, 13)}.

Essenziale per la prova di tale risultato & I'uso della tecnica di “incollaggio" di
diagrammi di Young esposta da Regev in [8] e I'implementazione di algoritmi
computazionali.

L’attenzione dell’autore &, inoltre, rivolta alla descrizione del T-ideale genera-
to dalla identita standard s,, (s, )", il cui ruolo, da quanto precedentemente detto,
risulta fondamentale nello studio delle identitd polinomiali di M, (F). Nel 1977,
Olsson e Regev [6] calcolarono il S, , ;-carattere delle conseguenze multilineari
di grado n+1 di s,

T —
X8, ., (s, NV, )= Xy T 3)((2, -y T X2 -3yt X (s, -2

In questa tesi si determinano tutte le conseguenze di grado n + 2 di s,, e si cal-
cola il S, , ,-carattere delle conseguenze multilineari di grado »n + 2 precisamente,
per n=5

T _
XS,H_Z((S”«) ﬂ Vn+2) - 2X(4’ 2, 171,74) + 4X (4, ln—Z) + 2%(3’ 22’ 171—5) +
8)5(3’ 2, 1n-3) T 9;5(3, -1y + 4)5(23, -4y T 8)((22, -2yt 5;((2’ T X anrey.

Il metodo utilizzato si basa sulla teoria della rappresentazione del gruppo li-
neare GL,,, che per applicazioni alle PI-algebre & equivalente alla teoria delle
rappresentazioni di S,. Inoltre, essenziale nella ricerca dei polinomi che genera-
no i GL,,-moduli irriducibili associati a partizioni A presenti nella decomposizione
diyg (s, Y¥'NV,.5), e lo sviluppo della tecnica introdotta da Drensky e Koshlu-
kov in [2], che determina le conseguenze di grado fissato di un polinomio dato e
'uso di un algoritmo dovuto a Koshlukov [5] per caleoli concreti di vettori di peso
massimo.

Infine, da un ulteriore sviluppo delle tecniche utilizzate per lo studio di (s, )?,
si ottiene il calcolo del S;-carattere di tutte le conseguenze multilineari di grado
k <n + 2 del polinomio x" e degli espliciti generatori delle componenti irriducibi-
li. In particolare, si hanno i seguenti risultati, per » =6

T —
Xsnﬂ((xn) OVoi) =X T2 T Xw-1,2 T Xou-1, 12
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e
Zs, (&Y N Voi0) =200yt 5% at, 1y T T2yt 5%y +
3X(n-1,3) +67{(%—1,2,1) +3X(n—1,13) tXmn-2,0F
Xn-2,31) +2X(n—2, 2t X221 T Xn-219"

Osserviamo che 'idea algoritmica che sta alla base di quest’ultime considerazioni
potrebbe essere utilizzata per avere notizie pili precise sul valore della classe di
nilpotenza delle algebre soddisfacenti le ipotesi del teorema di Nagata-Higman.
Ricordiamo che l'applicazione di tale teorema migliora notevolmente la dimostra-
zione di molti risultati di struttura per PIl-algebre e questi risultati avrebbero un
carattere quantitativo se si conoscesse I'esatto valore della classe di nilpotenza.
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