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Spazi frazionari di tipo Sobolev per campi vettoriali 
e operatori di evoluzione di tipo Kolmogorov-Fokker-Planck. 

DANIELE MORBIDELLI 

1. - Spazi di Sobolev associati a campi di Hormander. 
N 

Siano Xl9 ..., Xm campi vettoriali di classe C00 su R^, Xj= X ajfk(x)d/dxk, 
k = \ 

dj^eC00. Si dice che i campi soddisfano l'ipotesi di Hormander se, per ogni punto 
x e R^ esiste un intero r tale che 

(1) spm{Xm(x): \I\^r}=RN, 

Qui I = (ti, ..., ip) indica un multi indice a valori in {1, ..., m}, |/1 = p e Xm in
dica il commutatore [Xil,[X^>-\Xip_vXip~\--:\~\. 

Hormander ha provato nel 1967 che se (1) è soddisfatta, allora l'operatore dif
ferenziale del secondo ordine 2 Xf è ipoellittico (ogni soluzione u di 2 Xfu = 0 è 
di classe C00). 

Tutti gli operatori ellittici del secondo ordine in forma di divergenza a coeffi
cienti regolari, L = div(A(x) V) possono essere scritti nella forma L = ^X*Xj, 
dove X* = -Xj- div(Xj) indica l'aggiunto formale di Xj. La classe degli operato
ri di Hormander è però ben più ampia. Basti pensare all'esempio Xx = dXl, X2 = 
%idx2> (#i> x2)eR2. In questo caso l'operatore «somma di quadrati» corrispon
dente è L = 3^ + xf 3^2, che non è ellittico in Xi = 0. Risulta però [Xly X2] = dX2. 
Quindi la condizione (1) è soddisfatta ed L è ipoellittico. 

Un notevole impulso allo studio delle equazioni a derivate parziali associate a 
famiglie di campi vettoriali come generalizzazione delle equazioni ellittiche del 
secondo ordine è stato dato dai risultati dei lavori di Nagel, Stein e Wainger [4] e 
Jerison [1] (si veda [3] per una bibliografìa recente sull'argomento). L'idea chiave 
dei lavori [4] e [1] è quella di associare a ogni famiglia di campi una distanza su R^ 
definita a partire dai campi stessi. Precisamente, per ogni coppia x e y di punti si 
definisce 

{ m 

r > 0 : 3 y : [ 0 , 1]-*R* y(t) = 2 a^t)Xjiyit)), 

1 (̂01 ^ r ^ \ y(0)=a?, y(D=y\ 

e B(x, r) = {y : d(x, y) < r}. Molte proprietà significative della distanza d sono 
descritte da Nagel Stein e Wainger. 
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C'è inoltre una ricca letteratura recente sugli spazi di Sobolev di ordine 1 defi
niti dalla norma 

m 

(2) IMIT4'PW = IML'w + 2 llx>IL^)> 
J=i 

che sembrano essere le naturali generalizzazioni al contesto degenere degli spazi 
di Sobolev Whp. 

Lo scopo della tesi è quello di dare alcune proprietà di una famiglia di spazi 
che sono «intermedi» tra Lp e Wx,p. Una (semi)norma ragionevole di ordine s, 
0 < s < 1, potrebbe essere scritta come la somma delle derivate frazionarie lungo 
i campi: 

( m C C di \llv 

2 Jdx J T7TT^\u^tXi(x))-u(x)\P) > 
J = 1Q {e

txJ(x)eQ} IH / 

dove Q è limitato, 1 ^ p < oo e t*->etxi(x) indica la curva integrale del campo Xj 
uscente da x a t = 0. 

Uno dei risultati della tesi è la prova del fatto che la norma (3) è localmente 
equivalente alla seguente 

,A\ r i * / f \u(x)-u(y)\p \1/p 

(4) Mfr..P(û):= J — —dxdy) . 
\£>x£> rf(«» 2/)p | 5 ( x , dix, y))\ I 

In (4) d indica la distanza precedentemente introdotta e \B\ è la misura di Lebe-
sgue della d-palla B. Questo risultato di equivalenza prova che la norma (3) è es
senzialmente determinata solo dalla distanza d. 

Risulta evidente che molte informazioni sulla norma (4) sono strettamente le
gate alla conoscenza delle proprietà della distanza d. In particolare lo strumento 
principale nella prova dell'equivalenza tra le due norme consiste in un teorema di 
struttura per le sfere della metrica d. Il risultato è una versione modificata di un 
teorema classico di Nagel, Stein and Wainger [4, Theorem 7]. In termini euristici, 
si prova che per ogni palla B = B(x, r), esiste un diffeomorfismo E di classe C1 

definito in un intorno dell'origine in R™ tale che 

E(cxQ)çBçE(c2Q), 

dove Q è una scatola opportuna in Rn, cx e c2 sono costanti positive mentre CjQ: = 
{CjX : xeQ} è la scatola «dilatata». 

La novità rispetto al risultato di Nagel, Stein e Wainger, risiede in una diversa 
scelta delle mappe «esponenziali» E. La proprietà saliente delle suddette mappe 
consiste nel fatto che esse sono fattorizzabili come composizione di un numero fi
nito di traslazioni lungo i campi Xj. Per una descrizione rigorosa del teorema ri
mandiamo alla tesi o a [3, Theorem 3.1]. 

Osserviamo anche che i risultati di [3] consentono di dare una nuova dimostra-
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zione della disuguaglianza di Poincaré di Jerison [1]: 

J p m 
\u(x)-uB\dx^crj E l^j^l* 

B B i = 1 

dove B = £(x0, r) è una palla rispetto alla distanza d ed uB = \B\ ~l J u indica la 
B 

media sulla palla. Per questo risultato e per uno schema generale di dimostrazione 
della disuguaglianza di Poincaré per campi vettoriali rimandiamo al lavoro [2]. 

Viene inoltre provato nella tesi un risultato di immersione del tipo 

(6) [u]Ws,q(Q) ^ c |M L P ( J D ) , u e Co00 ( f l ) , 

dove p > 1 mentre q > p è un esponente opportuno. La prova di questo risultato 
riposa sulle stime della soluzione fondamentale per un operatore di Hormander 
(contenute in [4]). 

2. - Operatori ultraparabolici. 

La seconda parte della tesi contiene lo studio di alcune proprietà di operatori 
parabolici del tipo seguente 

Po 

(7) L= S aadXi,xi + Y, 

ove (dij) è una matrice a coefficienti hòlderiani definita positiva in RPo, 1 ^ p0 ^ n, 
Y è l'operatore 

(8) Y:=(x,BVx)-dt, (xyt)<=RnxR 

e B è una matrice avente una struttura a blocchi del tipo 

(9) B = 

dove Bj è un blocco Pj _ 1 x pj di rango massimo e p0 ^ pi ^ • • • ^ pT, p0 H h pr = 
^, mentre i blocchi « * » sono costanti e arbitrari. Il modello più semplice della 
classe presa in esame è l'operatore di Kolmogorov in R3, L = 3^ + xdy - dt. Con
gelando i coefficienti a# in un punto fissato z0, l'operatore L diventa di tipo Hor
mander e ha una soluzione fondamentale di classe C00 nel complementare della 
diagonale, che si può scrivere in termini espliciti. Ciò consente di applicare il me
todo della parametrice di E. E. Levi, per costruire e stimare, localmente e global
mente, la soluzione fondamentale, in una striscia Rnx]0, 21, 2 r>0 opportuno. 
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La tecnica usata è simile a quella usata da Polidoro [5] e si basa sull'uso siste
matico della particolare struttura di gruppo di Lie associata alla matrice B in (7), 
rispetto alla quale Y è invariante per traslazione a sinistra. La novità sostanziale, 
rispetto al lavoro [5], risiede nel fatto che i blocchi « * » nella matrice (7), qui non 
vengono supposti tutti uguali a zero. Questo fa sì che l'operatore Y non sia più 
omogeneo rispetto al gruppo di dilatazioni che in [5] giocava un ruolo fondamen
tale. Questa difficoltà è aggirata sfruttando l'equivalenza asintotica, vicino al po
lo, tra le soluzioni fondamentali dei due operatori 

Po 

L — Zi dij dx x + Y, 
n n — 1 J 

i,i = l 

Po 
L0= 2J dijdx x + F0, 

ove Y0 si ottiene da Y annullando in (9) tutti i blocchi «*», mentre i coefficienti as
sono costanti. 

La precisa stima della soluzione fondamentale r e di alcune sue derivate, otte
nute nella tesi, consentono di dimostrare una disuguaglianza di Harnack per le 
soluzioni non negative di Lu = 0, utilizzando, come in [5], opportune formule di 
media sugli insiemi di livello di r. 
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