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Evoluzione per sistemi differenziali sovradeterminati.

CHIARA BoITI

In questa tesi ci siamo occupati del problema di Cauchy per sistemi differenziali
sovradeterminati in diversi spazi funzionali, come lo spazio delle funzioni di Whit-
ney, lo spazio delle funzioni di Whitney ultradifferenziabili di classe (3,,), o alcuni
spazi di funzioni di Whitney che soddisfino condizioni di crescita all'infinito.

I1 nostro approccio generale permette di raggruppare in un unico schema pro-
blemi diversi, che vanno dal problema di Cauchy classico (cf. Capitoli 1, 3, 5, 6), al
confronto tra soluzioni formali ed effettive (Capitolo 4), alla buona positura o alla
regolarita delle soluzioni (Capitolo 7), a problemi di crescita all'infinito delle solu-
zioni (Capitoli 1, 3, 7).

Nel problema di Cauchy classico si cerca una soluzione di un’equazione diffe-
renziale alle derivate parziali su una varieta con bordo, richiedendo che la traccia
della soluzione e di alcune delle sue derivate normali assumano valori assegnati
su una data porzione del bordo. In generale, le ipotesi sono tali che, per una solu-
zione C'* fin sul bordo, 'equazione differenziale e i dati iniziali permettano di cal-
colare tutte le sue derivate parziali nei punti della porzione di bordo assegnata.

Nella tesi abbiamo risolto la questione della coerenza formale dei dati, che
sorge naturalmente nel caso sovradeterminato, ammettendo come dati iniziali so-
luzioni formali (nel senso di Whitney) sulla varieta iniziale. Utilizzando le funzioni
di Whitney, possiamo considerare una situazione pill generale: consideriamo una
coppia K; c K, di sottoinsiemi di R”, con K, localmente chiuso e K; chiuso in K;, e
pensiamo a K; come all'insieme dove sono assegnati i dati iniziali, e a K, come al-
I'insieme dove vogliamo trovare la soluzione del problema di Cauchy.

Per dare un’idea del tipo di problema da noi studiato consideriamo, per il mo-
mento, il caso delle funzioni di Whitney e dei sistemi a coefficienti costanti. Sia,
dunque, Ay(D) un operatore differenziale alle derivate parziali a coefficienti co-
stanti, definito da una matrice A,(§) di dimensione a; X a, a coefficienti in
&P =ClE&y, ..., Ln], e consideriamo il seguente problema di Cauchy:

o date fe Wgi con A;(D) f=0 e peWg tale che Ay(D) ¢ = f|x,,
trovare u e Wgs tale che Aj(D)u=fe u|g, =9,

dove WKJ. & lo spazio delle funzioni di Whitney su K;, per j =1, 2, e A;(D) & una

matrice di operatori differenziali lineari alle derivate parziali a coefficienti co-

stanti che fornisce le condizioni d'integrabilita per la f (necessarie nel caso sovra-
determinato da noi considerato).
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Considerando il caso sovradeterminato e problemi di Cauchy con valori iniziali
assegnati su insiemi piuttosto arbitrari, finiamo per escludere alcuni effetti che
sono conseguenze di proprieta speciali delle ipersuperfici. In molti casi & come se
una lente d’ingrandimento ci permettesse di separare fatti che sono indistinguibi-
li nel caso determinato o scalare. Per esempio, otteniamo due diverse nozioni di
non-caratteristico, una piti debole, legata al teorema di unicita tipo Holmgren, e
una piu forte, che rende valido il teorema di Cauchy-Kowalewski; anche evoluzio-
ne locale e globale diventano due concetti distinti non appena si studiano i sistemi
sovradeterminati.

Classificando i problemi differenziali in termjni del loro comportamento anali-
tico, in modo da studiare le condizioni algebriche che causano una determinata si-
tuazione, piuttosto che seguire la strada opposta, diamo la seguente:

DEFINIZIONE 1. — La- coppia (K, K,) € di evoluzione (risp.: di causalita, iper-
bolica) per Ay(D) (o per il P-modulo M = coker‘A{)‘(C)‘) nella classe di Whitney,
se il problema di Cauchy (1) ha almeno una soluzione (msp al pit una soluzio-
ne, una e una sola soluzione).

Usando la trasformata di Fourier-Laplace, il principio fondamentale di
Ehrenpreis e la dualita, il problema di Cauchy sovradeterminato si traduce in
questioni che riguardano spazi di funzioni intere su varieta algebriche affini irre-
ducibili (troviamo che questi spazi sono (£J), «tonnelé», (DF), di Schwartz, di
Montel, bornologici, riflessivi, completi; cf. Capitolo 2).

Grazie a due lemmi algebrici che prendiamo in prestito da [6], ci riconducia-
mo in primo luogo al caso in cui il P-modulo M = coker®Ay({) sia della forma
M = &/ p per un ideale primo p di &. Dimostriamo poi che 'evoluzione & equiva-
lente alla validita di un principio di Phragmén-Lindel6f per funzioni olomorfe sul-
la varietd algebrica affine associata V=V(p)=1{eC¥:p(-£) =0 Vpe ¢ }.
Dimostriamo anche, seguendo [5], I'equivalenza di questo principio di Phragmén-
Lindeldf per funzioni olomorfe con uno simile per funziQni plurisubarmoniche, pitt
semplice da maneggiare nelle applicazioni. Ne ricaviamo, tra l'altro, risultati sul-
I'esistenza di soluzioni per il problema di Cauchy sovradeterminato con dati ini-
ziali su un sottospazio affine formalmente non-caratteristico e quasi-libero.

Nel caso delle funzioni di Whitney, confrontiamo le nostre condizioni necessa-
rie e sufficienti per 'evoluzione con quelle ottenute da Hérmander in [4]. Nel no-
stro linguaggio, il caso che egli ha considerato & quello di una coppia che consiste
in un semispazio chiuso di RV e nel suo bordo, e nel quoziente di & per un ideale
principale.

Nel nostro caso, se il sottospazio affine iniziale ¥ & della forma ¥ = {(¢, x) €
R*xR": t=0} e cerchiamo una soluzione nel cuneo 'F=jf_]l{tj2 0}, date la

proiezione naturale z,: V3 (zr, {) = e C" e la varieta algebrica affine propria
ZcC™ tale che V\x,'(Z) sia C* e 7, |,z sia un rivestimento a m fogli di
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C™\Z, la condizione che generalizza in modo naturale quella di Hérmander & la
seguente:

(AR >0, cyeR tali che

per ogni peR" con B,(0, R)={|{—0o| <R}cC"\Z

(H) l e per ogni compenente connessa w di 7, (B,(0, R))

esista 6 = (7, &) e w tale che

| Im 7;<¢) per j=1,..., k.
Abbiamo dimostrato:

TEOREM% 1. — Se X ¢ formalmente non-caratteristica e quasi-libera e I' é il

cuneo I'= nl{tj =0}, allora condizione necessaria affinché la coppia (£, I') sia
=

d’evoluzione per M, nella classe di Whitney, ¢ che per ogni p € Ass (M) la condi-
ztone (H) sia soddisfatta su V=V(p).

Per la sufficienza abbiamo avuto bisogno di rafforzare la condizione (H) con la
seguente:
(3R, r>0, c,eR tali che
per ogni pe R" con B,(0, R)cC"\Z
(H) { € per ogni componente connessa w di 7, '(B,(0, R))
esista B(C,, r)cB,(¢, R) tale che
| Im7;<¢; VO=(,0) en, B, M), j=1,..., k.

Abbiamo dimostrato:

TEOREMA 2. — Se X ¢ formalmente non-caratteristica e quasi-libera e K;C X,
K,cI' sono compatti convessi, allora condizione sufficiente affinché la coppia

(K, K;) sia d’evoluzione per M, nella classe di Whitney, & che per ogni ¢ e
Ass (M) la condizione (H)' sia soddisfatta su V=V(g).

Abbiamo tuttavia osservato che nei casi # =1 o k =1 la condizione (H) & ne-
cessaria e sufficiente per levoluzione di (K;, K,) (per k=1, (H) e (H)
coincidono).

Per quanto riguarda l’evoluzione abbiamo anche dimostrato la sufficienza di
una condizione di tipo Petrowski, nei vari spazi funzionali considerati nella tesi.

Riguardo liperbolicita, abbiamo ottenuto delle condizioni necessarie e suffi-
cienti per la buona positura del problema di Cauchy sovradeterminato nei vari
spazi funzionali considerati, studiando anche la relazione tra l'iperbolicitd di un
dato sistema di operatori differenziali lineari alle derivate parziali e quella della
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sua parte principale. Com’e gia noto nel caso scalare, abbiamo trovato che liper-
bolicita di un dato sistema implica I'iperbolicita della sua parte principale, mentre
il viceversa é falso, in generale. Tuttavia, abbiamo dimostrato, generalizzando un
risultato classico (cf. [3]), che esiste un razionale q [0, 1) tale che I'iperbolicita
della parte principale implica quella del sistema dato nella classe (piccola) Gevrey
di ordine s con 1 <s<1/q.

Per quanto riguarda la causalitd, infine, abbiamo dimostrato un teorema di
unicita tipo Holmgren per il problema di Cauchy con dati iniziali su una sottova-
rietd non-caratteristica e per un sistema di operatori differenziali lineari alle de-
rivate parziali a coefficienti analitici reali. Nel caso dei coefficienti costanti abbia-
mo dimostrato che la condizione che il sottospazio affine iniziale 3 di RY sia non-
caratteristico & anche necessaria affinché la coppia (2, RY) sia di causalitd; in ge-
nerale, invece, la condizione che X sia non-caratteristica non e sufficiente affinché
una coppia della forma (X, I), per un cuneo chiuso I" con spigolo uguale a X, sia di
causalita: e una condizione solo necessaria. '
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