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Tecniche di martingala e di rappresentazione di Skorohod per 
approssimazioni di filtri non lineari e di speranze condizionate. 

ORNELLA ARCUDI 

Premettiamo che in questa nota si è scelto di presentare la tesi non come un 
prodotto finito e definito, ma piuttosto attraverso il suo sviluppo cronologico e lo
gico, per dare rilevanza al percorso compiuto e ai possibili sviluppi. Si tralascia, 
per ragioni di spazio, di definire rigorosamente sia gli strumenti matematici alla 
base delle dimostrazioni sia alcuni concetti su cui si fonda la ricerca, che saranno 
virgolettati per evidenziarli, per i quali si rinvia al testo originale. 

L'obiettivo iniziale della tesi è ottenere, nell'ambito del filtraggio non lineare 
a tempo continuo, risultati di convergenza debole di filtri per modelli in cui la cop
pia di processi (X, Y) (segnale, osservazione) possa essere caratterizzata come 
Tunica soluzione di un «problema di martingala» nel senso di Stroock e Varadhan. 
A tale scopo, si vuole sfruttare un risultato di Kurtz e Ocone ([5]), secondo il qua
le, se si è nella situazione descritta e se Jt = {jtt}t è il processo (a valori in uno 
spazio di leggi) che risolve il problema del filtraggio relativo alla coppia (X, Y), 
allora la coppia (JZ, Y) può essere caratterizzata, a sua volta, come Tunica soluzio
ne di un opportuno «problema di martingala filtrata». 

Le difficoltà incontrate hanno condotto ad approfondire aspetti collaterali 
delle rappresentazioni quasi certe di distribuzioni convergenti in legge. In tale 
contesto, Tanalisi di una dimostrazione di Billingsley ([1]) del «teorema di Sko
rohod» ha permesso di individuare condizioni sufficienti per avere convergenza 
forte di speranze condizionate alle variabili aleatorie che rappresentano le distri
buzioni, potendo così provare il seguente teorema di Skorohod generalizzato (ca
pitolo 2), ove la seconda parte dell'enunciato ne costituisce il risultato nuovo. 

TEOREMA 1. - Se Pn converge debolmente a P, dove P, Pn, n = l,2, ... sono 
misure di probabilità su uno spazio metrico, separabile, completo (S, S), esisto
no, sullo spazio di probabilità ([0, 1], ffl([0, 1]), £) elementi aleatori X, Xn, n = 
1, 2, ..., aventi distribuzioni rispettive P, Pn, n=l, 2, ..., tali che \im Xn(co) = 
X(co) \fco. 

Se, inoltre, vale: 

(1) limsup E \Pn(Aku)-P(Aku)\=0 

per qualche sequenza di partizioni {&Lk}k di S, tale che VA; gli Aku sono insiemi 
di P-continuità aventi diametro minore di 1/k e 6Lk + l è un raffinamento di Gik; 
allora, per ogni variabile aleatoria Z di quadrato integrabile su 
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([0, l],ffi([0, 1]),£), si ha: 

E[Z\Xn] @ > L2»E[Z\X]. 

Viene mostrato che la convergenza in variazione totale è sufficiente per la va
lidità di (1) e viene fornito un esempio negativo in cui P è concentrata su un ato
mo. Si sono poi formulate condizioni equivalenti ad (1) (capitolo 3) e studiate le di
verse rappresentazioni di Skorohod rispetto al comportamento asintotico delle 
sigma-algebre generate (capitoli 4, 5). 

In quest'ultimo contesto, in particolare si sono analizzati i casi di rappresenta
zioni di Skorohod sullo spazio delle martingale rumore (capitolo 8); riportiamo 
brevemente tale analisi in quanto segue. Studi analoghi di convergenza di filtri 
sono stati recentemente svolti da Goggin ([3], [4]) attraverso l'uso di tecniche 
completamente differenti. 

Si considera il seguente sistema di EDS: 

idX(t)=f(t,X(t))dt + dV(t) 

[ dY(t) = g(t, X(t))dt + dW{t) 

dove V e W sono moti Browniani di varianze rispettive s2t e b2t, e una succes
sione {(XN, YN)}N di processi discreti, 

f AXN(nA)=f(nA,XN(nA))A+AVN(nA) 

[AYN(nA)=g(nA,XN(nA))A+AWN(nA), 

dove A = T/N, AVN{nA) = sy/A^9 AWN(nA) = b\fA0%, { £ £ } o ^ * - i e 
{6n}o^n^N-i essendo variabili aleatorie indipendenti identicamente distri
buite con densità rispettive hN e pN. Viene provato, per diverse densità (hN, pN) 
convergenti ad una Gaussiana (essenzialmente troncata, arrotondata, sia tron
cata sia arrotondata, ma sembra possibile generalizzare ad altre densità pur
ché asintoticamente «vicine» alla Gaussiana), che esistono versioni (XN, YN) 
sullo spazio (Qv x Qw) con sigma-algebra e misura prodotto canoniche, 
soddisfacenti 

V0 E C6
2(R2, R), V* e [0, TI E[<p(X?, 7f ) | s f ] @ > L2»E[cj>(Xt, Yt) | 3f] , 

il che implica la convergenza debole dei filtri, qualunque versione se ne scelga. 
Per densità (hN, pN) generali, invece, tale convergenza non sussiste, come con
ferma il fatto che Vinformazione generata da YN «converge» ad una strettamen
te più «grande» di quella generata da Y. 

L'obiettivo iniziale è raggiunto con la formulazione di due criteri di conver
genza, l'uno più particolare (capitolo 6) perchè concernente modelli che presenta
no equivalenza nelle osservazioni approssimate, e l'altro più generale (capitolo 7), 
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dei quali si forniscono alcuni esempi di applicazione. Tali due teoremi sono ripor
tati nella seguente sezione di questa nota, che nel contempo la conclude. 

TEOREMA 2. - Si assume: 

(Al) siano El9 E29 E = E1xE2E*e &(Ei), i = 1, 2, En = E\ x E* spazi eu
clidei finito-dimensionali, completi, EncEn + 1, n = 1, 2, ..., UnEn densa in E; 

(A2) su (G, &, Q\(Qn, &, Qn) siano (X, Y),(Xn, Yn\ a valori in E, En, 
con distribuzioni P, Pn, soluzioni del «problema di martingala" per A, An, ri
spettivamente, per n = l,2, ..., tali che £(Xn(0), Yn(0)) = £(X(0), Y(0)) Vn e 
gli An «convergano uniformemente» ad A; 

(A3) la successione {jtnf}n sia «relativamente debolmente compatta» 
V/e Q(A); 

(A4) le distribuzioni marginali P 7 , PY di P , Pn, soddisfino Vn PY ~PY, 
e, posto Ln = dPY/dPj, si abbia lim Ln = 1 PY-q.c. 

Allora i processi-filtro Jtn convergono in legge al processo-filtro re. 

Esempio di applicazione è un generico modello (X, Y) di Markov, in cui X vie
ne approssimato da processi markoviani Xn a stati numerabili e Yn è funzional
mente uguale ad Y. 

TEOREMA 3. - Dal teorema 2 si assumono (Al), (A2), (A3) e (A4) è sostituita 
dalla seguente: 

(A4) esistano versioni (X, Y),(Xn9 Yn) di (X, Y),(Xn9 Yn), n = 1, 2, ..., su 
uno spazio di probabilità (Q, &~,P\ tali che: 

(A4.1) la trasformazione misurabile Sn: «̂ —> 3r sia un isomorfismo di 
sottofiltrazioni in quanto S^_1(5fw) e <3fn Vi ^ T, Vn; 

(A4.2) se{jtmf} converge debolmente a un qualche fij, la versione fi f sia 
adattata a {$}t> 

Allora i processi-filtro icn convergono in legge al processo-filtro Jt. 

Si portano due esempi naturali in cui le approssimazioni dei modelli sono do
vute essenzialmente ad arrotondamento. Un altro esempio ([2]) è una coppia di 
Markov {X, Y) a valori numerabili, i cui approssimanti markoviani (Xn, Yn) sono 
ottenuti sostanzialmente guardando (X, Y) solo quando si trova in restrizioni Jn 

dello spazio degli stati, mentre i rimanenti tempi sono «cancellati» dall'asse tem
porale che è poi «incollato» per formare una linea continua. 
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