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Su alcuni problemi riguardanti i p-gruppi finiti. 

MARTA MORIGI 

Accade sovente in teoria dèi gruppi che lo studio dei gruppi finiti aventi una 
certa proprietà si traduca poi in un problema riguardante i p-gruppi, cioè i gruppi 
in cui ogni elemento ha ordine una potenza di un prefissato numero primo p. Gli 
argomenti trattati nella tesi rientrano appunto in questo ambito. 

1. - Gruppi fattorizzati. 

Il gruppo G sia fattorizzabile, cioè prodotto G = AB di due suoi sottogruppi 
propri A e B. Vari autori hanno studiato come la struttura di A e B influenzi quel­
la di G. Il risultato più famoso in questo ambito è quello dovuto a Kegel e Wielan-
dt [1], i quali hanno dimostrato che se G è finito e A e B sono nilpotenti, allora G è 
risolubile. A questo proposito, è tuttora irrisolta la seguente 

Congettura. Se A e B sono gruppi finiti nilpotenti di classi a e fi rispettiva­
mente, la lunghezza derivata di G= AB è limitata da una funzione f di a e fi. 

Un celebre teorema di Ito asserisce che essa è vera con/= a + fi per a = fi = 1, 
senza neppure supporre che i gruppi siano finiti [1], e si è a lungo ipotizzato che la 
funzione f=a+fi fosse una buona candidata per dimostrare la congettura. 

Gross ed E.Pennington l'hanno provata, con tale /, rispettivamente nel caso in 
cui G abbia sottogruppo di Frattini triviale e quando A e B hanno ordini coprimi. 

Nel caso dei p-gruppi invece il problema è tuttora aperto, anche se, dopo la 
stesura di questa tesi, Cossey e Stonehewer hanno dimostrato, fornendo due con-
troesempi, che la funzione f=a + fi non può fornire una stima accettabile. 

Me Cann ha comunque dimostrato che se G = AB è un p-gruppo finito, con A 
abeliano e B extraspeciale, allora la lunghezza derivata di G è al più 3 [2]. 

Tale risultato è ora un caso particolare del: 

TEOREMA 1. - Sia G = AB un p-gruppo finito, tale che A è abeliano e B' ha or­
dine p. Allora si verifica una delle seguenti possibilità: 

i) AGB' è il prodotto di due gruppi abeliani. 

ii) B'G è abeliano. 

In entambi i casi, la lunghezza derivata di G è al più 3. 

Tale stima non è migliorabile in quanto si costruiscono facilmente gruppi veri­
ficanti le ipotesi del Teorema i e di lunghezza derivata 3. 
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Il teoreama precedente è generalizzabile a p-gruppi infiniti; infatti è possibile 
dimostrare: 

TEOREMA 2. - Sia G = AB un gruppo, ove A, B sono p-gruppi tali che A è abe­
liano e \B'\ = pn, allora G è risolubile e ha lunghezza derivata al più n-\-2. 

Utilizzando le stesse tecniche, si migliora una formula di Kazarin, il quale di­
mostra che se G = AB è un p-gruppo finito, tale che \A' \ =pm e |2? ' | =pn, allo­
ra la lunghezza derivata di G è al più 2m 4- 2n + 2 [4]. La nuova stima è: 

TEOREMA 3. - Sia G = AB un p-gruppo finito, tale che \A' \ =pm e \B' \ =pn, 
allora la lunghezza derivata of G è al più 2m + n + 2. 

2. - Gruppi finiti G il cui gruppo degli automorfismi è abeliano. 

Un secondo problema relativo ai gruppi finiti, lo studio del quale si riconduce 
ai p-gruppi, riguarda i gruppi finiti il cui gruppo degli automorfimi è abeliano. I 
gruppi con questa proprietà sono nilpotenti (di classe minore o uguale a 2), e 
quindi si ha che G = P 1 x . . . x P r , ove P1, ..., Pr sono i sottogruppi di Sylow di G, 
e il gruppo AutG degli automorfismi di G è isomorfo al prodotto diretto 
AutPx x ... x Aut Pr. 

Il caso interessante è quando si suppone che il gruppo G non sia abeliano. In­
fatti è ben noto che il gruppo degli automorfismi di un gruppo abeliano è abeliano 
se e solo se il gruppo è ciclico. 

Nel 1913 G.Miller ha pubblicato l'esempio di un gruppo non abeliano 3-generato 
di ordine 26 il cui gruppo degli automorfismi è abeliano di ordine 28. Da allora sono 
stati costruiti vari esempi di p-gruppi con questa proprietà, per p dispari. 

Restavano tuttavia ancora irrisolte le seguenti questioni: 

(a) Qual è l'ordine del più piccolo p-gruppo non abeliano il cui gruppo de­
gli automorfismi è abeliano? 

(b) Qual è il minimo numero di generatori di un p-gruppo non abeliano il 
cui gruppo degli automorfismi è abeliano? 

B. Earnley ha dimostrato che non esistono gruppi 2-generati, né gruppi di or­
dine minore o uguale a p 5 con questa proprietà [3], quindi per p = 2 il gruppo di 
Miller fornisce una risposta ad entrambe le questioni. 

È possibile dimostrare che: 

TEOREMA 4. - Per p dispari, non esistono p-gruppi non abeliani di ordine p6 

il cui gruppo degli automorfismi è abeliano. 

TEOREMA 5. - Per p dispari, non esistono p-gruppi non abeliani finiti con 3 
generatori il cui gruppo degli automorfismi è abeliano. 
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Inoltre, nella tesi viene costruita una famiglia di gruppi di ordine pn +Sn + B e 
con 2n + 2 generatori il cui gruppo degli automorfismi è abeliano, per ogni nume­
ro naturale n. Il più piccolo di essi ha ordine p7 ed è generato da 4 elementi; tale 
gruppo è quindi minimale rispetto ad entrambe le richieste di (a) e (b), e chiude 
completamente il problema. 

Recentemente Hegarty ha inoltre dimostrato che il gruppo degli automorfi­
smi di tale gruppo, che ha ordine p12, è il più piccolo p-gruppo abeliano che sia il 
gruppo degli automorfismi di un gruppo non abeliano. 

3. - Automorfismi potenza. 

Si consideri il gruppo degli automorfismi potenza PAut G di un gruppo G, cioè 
l'insieme degli automorfismi di G che stabilizzano ogni sottogruppo. Se G è finito 
di ordine p*1...pfr e Pu ..., Pr sono suoi ^-sottogruppi di Sylow, si ha che 
PAut G è isomorfo ad un sottogruppo del prodotto diretto PAut Px x ... x 
PAutP r , ove PAutZ^ è il gruppo degli automorfismi potenza di Pu per 
i = l , . . . , r . 

È ben noto che il gruppo di automorfismi potenza di un gruppo è abeliano e 
normale in Aut G, e anzi è un sottogruppo del gruppo degli automorfismi centrali 
di G. Inoltre la struttura di G e di PAut G sono strettamente legate. 

Se a è un automorfismo potenza del gruppo G, per ogni x e G esiste un intero 
nXi a tale che xa = xnx>a. SenXf(x = na non dipende dalla scelta di x e G allora si di­
ce che a è un automorfismo potenza universale. Se G è un p-gruppo regolare (e in 
particolare un gruppo abeliano lo è) ogni automorfismo potenza di G è universale. 
In questo caso PAut G è isomorfo ad un gruppo di automorfismi di un sottogrup­
po ciclico di G. Più in generale se G è un p-gruppo di classe p PAut G è abeliano 
elementare oppure può essere immerso in Aut (x), per qualche sottogruppo cicli­
co (x) di G di ordine massimale [5]. 

Si può dimostrare che: 

TEOREMA 6. - Sia G un p-gruppo non abeliano finito, A = PAut (G). Se 
[G, A] non è ciclico, allora A può essere immerso in Aut (x), per qualche sotto­
gruppo ciclico (x) di G. 

TEOREMA 7. - Sia G un p-gruppo non abeliano finito, A = PAut (G) = (ai) x 
... x (an) e si supponga che [G, A] sia ciclico. Se p = 2 si supponga inoltre che 
per ogni a <EA e per ogni x e G tale che |x\ ^ 8 si abbia nx> a^ - 1 mod 4. Allora 
A = G/CG(A) ed esistono d{, ..., dneG tali che G= (di, ..., dn, CG(A)) e a{ cen­
tralizzi dj per ogni i,j = 1, ..., n, i ^j. 

I 2-gruppi non considerati nella proposizione precedente sono completamente 
descritti, assieme ai loro gruppi di automorfismi potenza, dalla seguente 
proposizione. 



54 MARTA M0RIGI 

TEOREMA 8. - Sia G un 2-gruppo finito non abeliano, ed esistano x<=G ed a e 
PAut G tali che \x\^8 e nXìCi= — 1 mod 4. Fissato a, sia x di ordine massimo 
con questa proprietà. Allora G ha esponente 2n, ove 2n = \x\, ed è il prodotto se­
midiretto di un gruppo abeliano N e di un gruppo ciclico (y). G è nilpotente di 
classe 2, G ' ha esponente 2 e si ha che gy = g1 + 2n per ogni g e N. Inoltre 
PAut G s Aut(a?>. 

La costruzione di p-gruppi che possiedano automorfismi potenza non univer­
sali è cosa non banale, e vi sono pochi esempi significativi. I più interessanti (e 
quasi gli unici) sono le famiglie di gruppi descritte rispettivamente da Kovàcks, 
Neubiiser e Neumann e da Wall [6], 

Wall ha costruito p-gruppi G il cui gruppo degli automorfismi potenza è abe­
liano elementare di rango arbitrario, per ogni numero primo p, méntre gli esempi 
di Kovàcks, Neubiiser e Neumann, hanno gruppo di automorfismi di esponente 
arbitrario ma rango 2. 

Nessun esempio aveva gruppo degli automofismi omociclico di esponente 
maggiore di p. Nella tesi vengono invece presentati nuovi esempi. Nella tesi, dap­
prima si costruisce una famiglia di p-gruppi G il cui gruppo degli automorfismi po­
tenza è abeliano elementare di rango arbitrario. Essi sono metabeliani, a diffe­
renza di quelli in [6] la cui lunghezza derivata aumenta all'aumentare del rango di 
PAut G. Poi vengono presentati due 2-gruppi G tali che PAut G è omociclico di 
rango 2 ed esponente 4. Essi hanno lo stesso gruppo di automorfismi potenza ma 
struttura diversa: uno è metabeliano, l'altro no, ma ha classe di nilpotenza minore 
del primo. 
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