
BOLLETTINO

UNIONE MATEMATICA ITALIANA
Sezione A – La Matematica nella Società e nella Cultura

Massimiliano Migliorini

Proprietà di trasversalità per il tensore di
Nijenhuis di una varietà quasi complessa

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 1-A—La
Matematica nella Società e nella Cultura (1998), n.1S (Supplemento
Tesi di Dottorato), p. 47–50.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1998_8_1A_1S_47_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1998_8_1A_1S_47_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 1998.



La matematica nella Società e nella Cultura 
Bollettino U. M. I. 
(8) 1-A Suppl. (1998), pag. 47-50 

Proprietà di trasversalità per il tensore di Nijenhuis 
di una varietà quasi complessa. 

MASSIMILIANO MIGLIORINI 

Un oggetto centrale in alcuni recenti fondamentali sviluppi della geometria 
complessa è rappresentato dallo spazio delle strutture complesse (non necessa­
riamente integrabili) come generica perturbazione di una struttura olomorfa. A 
esso possono essere applicati i metodi dell'analisi non lineare infinito-dimensiona­
le e della teoria di Fredholm. In questo senso è interessante uno studio sistemati­
co del comportamento tipico del tensore di Nijenhuis. Questa tesi si propone di 
gettare le basi per un tale studio. Il punto di vista che abbiamo adottato è quello 
di definire alcuni invarianti discreti del tensore di Nijenhuis e analizzare i luoghi 
in cui tali invarianti hanno valore costante. Si mostra che per una struttura gene­
rica questi luoghi sono sottovarietà lisce che definiscono una stratificazione della 
varietà M che si considera. Dal pùnto di vista algebrico-lineare il tensore di Nije­
nhuis di un varietà quasi complessa (M, J) è una applicazione alternante J-antibi-
lineare a valori in TM. Nonostante esistano famiglie continue di tali applicazioni 
non GL-equivalenti è tuttavia possibile individuare alcuni invarianti discreti, ad 
esempio il rango. Passiamo adesso a esporre brevemente il contenuto della tesi. 

Sia (M, J) una varietà quasi complessa di dimensione 2n. È immediato verifi­
care che il tensore di Nijenhuis N3 soddisfa le condizioni algebriche 

Nj(X, Y)=- Nj(Y, X) ; Nj(X, 3Y) = - JNj(X, Y) = N3(JX, Y). 

Si può allora definire la nozione di tensore di Nijenhuis puntuale: 

DEFINIZIONE 1. - Sia (V, J) uno spazio vettoriale reale dotato di una struttu­
ra lineare complessa. Un tensore di Nijenhuis puntuale relativo alla struttura 
complessa J di V è una applicazione A : V x V—> V tale che 

A(X, Y) = - A{Y, X) ; A(X, JY) = - JA(X, Y) =A(JX, Y). 

Quindi lo spazio dei tensori di Nijenhuis puntuali B5 relativi a J può essere de­
scritto in quanto GL(n, C)-modulo, identificando Cn con R2n dotato della struttu­
ra complessa standard, come 

£j~yl 2 C n *®(?\ 

Un primo risultato locale è il seguente: 
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PROPOSIZIONE 1. - Sia yeBJn un tensore di Nijenhuis puntuale relativo a Jn. 
Esiste una struttura quasi complessa J su un intorno di 0 e R2n tale che 

È quindi possibile introdurre lo spazio dei tensori di Nijenhuis puntuali su R2n 

N(R2n) = R2n x GL(2n, R) xGL(Wf C)A
2Cn* ® C* 

che risulta isomorfo in modo canonico ad una sottovarietà dello spazio degli I-jet 
Jl(R2n, GL(2n, R)/GL(n, C)). Questo ci permette di costruire una applicazione 
a valori in N(R2n) regolare 

/ . O M j ^ / GU2n,Kn 
\ GL(n,C) I \ GL(n,C) ) 

\Xy ÒXÌ J*x) "̂"̂  {Mi ^XJ *st\J#X)-) 

che estende l'operatore 31 definito su B5 da 

4N3(y)(X, Y) = y(X, Y) - y(Y, X) - y(JX, JY) + y(JF, JX). 

Già nel caso 6 dimensionale si presentano fenomeni interessanti ed è a questo 
caso che ci dedicheremo in seguito. 

Sia M una varietà differenziabile di dimensione 6 e sia L(M) il fibrato princi­
pale dei riferimenti lineari ad essa associato. GL(3, C) agisce a destra su L(M) 
attraversorimmersione reale, possiamo allora definire 

N(M) = L(M) xGL(3jC),1
2C3* ®<?. 

N(M) è un fibrato vettoriale complesso su L(M)/GL(&, C) che rappresenta lo 
spazio di tutti i possibili tensori di Nijenhuis puntuali ed è la naturale generaliz­
zazione ad una varietà dello spazio iV(R2^). 

Si osservi che ogni struttura quasi complessa J su M dà luogo in modo natura­
le ad una sezione globale di N(M) espressa da x*-*(x, JX9 NJx). 

Sia {ely e2, e3} una base di C3, la base { T ^ l i ^ , ^ di yl2C3*(g>C3 definita: 

e ) \ 0, se {i,k,l}* {1,2, 3} ' 

\sgn(o) ej se {i, k, 1} = {1, 2, 3} . 
sgn(o) = sgn 

n 2 »v 
\i k lì 

permette di esprimere ogni elemento di yl2C3* ®C3 come matrice in C(3). Inoltre 
Fazione di GL(3, C) su A2 C3* ® C3 letta su C(3) mostra che i tensori di Nijenhuis 
puntuali si comportano come forme sesquilineari a valori in yl3C3. 

LEMMA 1. - L'identificazione yl2C3*(g)C3 — C(3) induce una stratificazione 
individuata dalla segnatura e dalla dimensione del radicale delle forme sesqui­
lineari associate che dà luogo a 100 sottovarietà di yl2C3*®C3 ~C(3), ed una 
stratificazione individuata in base al rango. 

Attraverso il seguente Lemma di carattere elementare: 
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LEMMA 2. - Sia P->M un fibrato principale con gruppo strutturale G. Sia 
Q: G-^GL(V) una rappresentazione finito dimensionale di G, e V= UVi una 
stratificazione G-invariante di V (i.e. GVìCVì). Allora EQ = P xQV = UP xQVi è 
una stratificazione del fibrato vettoriale EQ. 

possiamo trasportare le stratificazioni su N(M) ottenendo: 

PROPOSIZIONE 2. - La stratificazione di yl2C3* ®C8 in base alla segnatura e 
al radicale e quella in base al rango inducono due distinte stratificazioni di 
N(M). 

Sia (Af, J) una varietà quasi complessa di dimensione 6 e sia a3 la sezione di 
N(M) indotta. Chiamiamo una struttura quasi complessa J trasversa ad una stra­
tificazione di N(M) se la sezione a j lo è. 

TEOREMA 1. - Sia M una varietà di dimensione 6. L'insieme delle strutture 
quasi complesse trasverse alla stratificazione di N(M) in base alla segnatura è 
un insieme residuale e dunque denso nelVinsieme di tutte le strutture quasi 
complesse su M. In particolare data una struttura quasi complessa su M esiste 
una perturbazione Je la cui sezione o3 di N(M) indotta risulta trasversa alla 
stratificazione in base alla segnatura. 

Con la stessa tecnica possiamo inoltre dimostrare l'analogo risultato sulla tra­
sversalità alla stratificazione di N(M) in base al rango: 

TEOREMA 2. - Sia M una varietà di dimensione 6. L'insieme delle strutture 
quasi complesse trasverse alla stratificazione di N(M) in base al rango è un in­
sieme residuale e dunque denso nelVinsieme di tutte le strutture quasi comples­
se su M. In particolare data una struttura quasi complessa su M esiste una 
perturbazione J£ la cui sezione di a j di N(M) indotta risulta trasversa alla stra­
tificazione in base al rango. 

Si può quindi introdurre la seguente nozione: 

DEFINIZIONE 2. - Una struttura quasi complessa J su una varietà M di di­
mensione 6 ha tensore di Nijenhuis generico se: 

rkNj = 3 in un aperto ed esistono delle sottovarietà R0, Rìy R2 di M tali che 
rkNj = i su Rie RiCRi + 1 per i = 0, 1. In particolare R0, RXì R2, M\ uf Ri è una 
stratificazione di M. 

COROLLARIO 1. - Ogni struttura quasi complessa J è limite di strutture quasi 
complesse con tensore di Nijenhuis generico. 

La caratterizzazione delle strutture quasi complesse su una varietà che sono 
limite di strutture totalmente non integrabili (rk Nj = 3) è un problema aperto di 
notevole interesse. [2] contiene una discussione di alcuni risultati e metodi di di­
mostrazione che si applicano a queste strutture. Vediamo adesso degli esempi. 

ESEMPIO 1. - È noto che la sfera ^-dimensionale SQ è dotata di una strut­
tura quasi complessa canonica che può essere descritta attraverso Videnti-
ficazione dei suoi punti con gli ottetti di Cayley puramente immaginari. 



50 MASSIMILIANO MIGLIORINI 

S6 = {xe U71 | x | = 1}. Identificando TXS6 con Vx= {y&U7\(x, y) = 0} possia­
mo introdurre su S6 una naturale struttura complessa J. Non è difficile verifi­
care che il tensore di Nijenhuis di questa struttura quasi complessa è 

— NJp(x, y) = (px) y-p(xy) Vp-e-S6. 

e che per ogni p^S6 esiste una C-base ortonormale {vly v2, vs} di TPS6 per la 
quale 

N J p Oi, v2) = - 4Jvs; NJp(v2, vs) = - 4 J ^ ; NJp(vs, vx) = - 4Jv2. 

Questo mostra che la struttura quasi complessa J è totalmente non integrabile. 
Questo esempio ha un'altra interessante proprietà' sia [NJp] = (À{j) la matrice 
rappresentante Nj nella base T^ relativa a {vl7 v2, vs} risulta 

[NJp]=-4iI, 

ovvero la sezione individuata da J in N(S6) è tutta contenuta in un unico stra-
toy in particolare N3 è di tipo antihermitiano in ogni punto di S6. 

Come ulteriore applicazione si ha 

TEOREMA 3. - Sia M una varietà Riemanniana di dimensione 4 sulla quale 
la parte autoduale del tensore di curvatura conforme non si annulli mai. Sia A 
il luogo discriminante di W+. 

Se A è una sottovarietà liscia di M allora R0 = {zeZ(M) \rk(Nz) = 0} è una 
sottovarietà liscia di Z(M). 
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