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Geometria e topologia degli spazi omogenei. 

ANNA FINO 

1. - Introduzione. 

Questa tesi è dedicata allo studio di spazi Riemanniani omogenei da due punti 
di vista diversi: geometrico e topologico. Tra tali spazi sono di particolare interes
se gli spazi Riemanniani simmetrici, ai quali Cartan ha dato una caratterizzazione 
in termini differenziali mediante l'invarianza della curvatura rispetto al trasporto 
parallelo e una classificazione mediante lo studio del gruppo di olonomia. In gene
rale, per una varietà Riemanniana (Mn, g) di dimensione n, la metrica g individua 
univocamente su Mn, mediante il trasporto parallelo rispetto alla connessione di 
Levi-Civita V, un sottogruppo H di isometrie lineari di Mn, noto come gruppo di 
olonomia, che contiene notevoli informazioni sulla sua geometria. In tale caso si 
può provare che il fibrato può essere ridotto al fibrato di olonomia e si può intro
durre la nozione più generale di .//-struttura, (con H sottogruppo di Ghiri, R)) e 
di //-connessione che consente di differenziare tensori sulla varietà. I possibili 
gruppi di olonomia H di una varietà Riemanniana orientata non simmetrica sono 
stati classificati da Berger [1] ed ognuno di essi determina su M una geometria di 
tipo particolare. 

Per ogni tale gruppo H la corrispondente //-struttura può essere definita da 
una forma differenziale rj e la geometria della varietà dotata della //-struttura è 
determinata da una particolare funzione, nota come torsione intrinseca. Più preci
samente, data una //-connessione V, la torsione intrinseca (che coincide con la 
componente nello spazio S i del tensore A = V - V e tf= S^ ©.Si, si identifica 
con Vrj e non dipènde dalla scelta di V. 

Su uno spazio Riemanniano omogeneo (G///, g) oltre alla connessione di Levi-
Civita V, esistono due connessioni invarianti, note come connessioni canoniche 
del primo e secondo tipo introdotte da Nomizu e univocamente determinate dalla 
decomposizione riduttiva dell'algebra di Lie g di G. Nel 1958 Ambrose e Singer 
hanno generalizzato i risultati di Cartan sugli spazi simmetrici formulando una 
caratterizzazione locale delle varietà Riemanniane omogenee (Mn, g) mediante 
l'esistenza di un tensore, noto come struttura Riemanniana omogenea, che ha le 
stesse simmetrie del tensore differenza V - V, dove V indica la connessione cano
nica del secondo tipo. Una connessione che verifica le stesse simmetrie di V è nota 
come connessione di Ambrose-Singer. 

Indicato con S l̂o spazio dei tensori aventi le stesse simmetrie di una struttura 
Riemanniana omogenea, Tricerri e Vanhecke [4] hanno caratterizzato le varietà 
Riemanniane omogenee mediante la decomposizione di tale spazio in tre compo
nenti irriducibili S^, S^, Sj rispetto all'azione del gruppo ortogonale 0(n). Ad 
esempio, le condizioni T = 0 e T e ^ individuano rispettivaménte le varietà local
mente simmetriche e naturalmente riduttive. 
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2. - Risultati topologici. 

Viene studiata la topologia degli spazi omogenei compatti G/H di uguale rango 
(cioè con G e H dello stesso rango) e quindi, per un risultato di Samelson, degli 
spazi omogenei con caratteristica di Eulero non nulla; in particolare viene esami
nato il caso degli spazi Riemanniani simmetrici di uguale rango. Sia M una varietà 
compatta e connessa di dimensione pari 2n e siano rispettivamente P{t) = 

2) bjtj, il polinomio di Poincaré di M (bj indica il^'-esimo numero di Betti) e x = 
i = o 
P( -1 ) la caratteristica di Eulero. Lo studio delle varietà iper-Kàhleriane, cioè di 
varietà di dimensione 4k con gruppo di olonomia contenuto in Sp(k), e delle strut
ture ad esse collegate [3], ha suggerito che l'invariante topologico 

P " ( - D 1 o 
(1) cj>2(M) = —)—-~-n2 

possa avere notevoli significati geometrici su cui ora brevemente ci soffermere
mo. La funzione (p2 è il coefficiente quadratico dello sviluppo in serie di logP(t) in 
- 1 ed è additiva rispetto al prodotto di varietà. 

In [3] è stato provato che (fi2(M) = - (5/6) k, per ogni varietà iper-Kàhleria-
na di dimensione 4k. Utilizzando un'espressione del polinomio di Poincaré per 
uno spazio omogeneo G/H di uguale rango in termini degli esponenti di G e H, si 
prova, in contrasto con il caso iper-Kàhleriano, il seguente 

TEOREMA 1. - Se M è uno spazio Riemanniano omogeneo compatto allora 
c/)2(M) ^ 0 e vale l'uguaglianza se e solo se M ammette come rivestimento un 
prodotto di sfere. 

Questo suggerisce che ci siano condizioni su 0 2 provenienti dalla curvatura. In 
particolare viene determinato un legame tra il valore di 0 2 per gli spazi Hermitia-
ni simmetrici e la curvatura scalare dei domini simmetrici limitati associati. 

Nel caso in cui G/H sia uno spazio simmetrico irriducibile e G sia di tipo 
A, D, E (rispetto alla classificazione di Cartan delle algebre di Lie semplici), si ha 

TEOREMA 2. - Se G/H è uno spazio Riemanniano simmetrico irriducibile e G 
è di tipo A, D, E, allora <p2(G/H) = (l/6)(h - 2) n, dove h è il numero di Coxe-
ter di G e 2n è la dimensione di G/H. 

Si noti che, sorprendentemente, <p2/n dipende solo dal gruppo di Lie G in 
quanto h dipende solo dal gruppo di Weyl di G. La precedente formula vale anche 
per le rimanenti due famiglie di spazi Hermitiani simmetrici con gruppi di isome-
trie di tipo B e C. 

Gli spazi Hermitiani simmetrici possono essere caratterizzati come spazi omoge
nei complessi G/H di ugual rango con l'ulteriore condizione che H sia il centralizzan
te di un toro in G. Borei e Hirzebruch [2] hanno stabilito un legame tra le classi ca
ratteristiche del fibrato tangente dello spazio omogeneo complesso G/H e particola-
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ri radici, note come radici positive complementari, interpretando le classi caratteri
stiche come funzioni simmetriche elementari in tali radici. Utilizzando la teoria delle 
radici positive complementari, viene esaminato questo caso più generale, trovando 
un'espressione semplice per il numero di Chern (ci<^_i,[G/ff]), dove [G/H] indica 
la classe fondamentale di G/H e provando che la quantità 2(c1cn-1,[G/H])/nx è li
mitata da 2(h - 1), (h: numero di Coxeter di G), mentre nel caso particolare di uno 
spazio Hermitiano simmetrico, tale quantità coincide con h. 

Gli spazi simmetrici G/H per cui H contiene un fattore Ax = SU(2) sono noti 
come gli spazi di Wolf. Nel caso in cui G sia di tipo A, D, E, viene provato il 
seguente 

TEOREMA 3. - Sia G/H uno spazio di Wolf di dimensione reale 2n = 4k. Sup
poniamo che G sia di tipo A, D, E, rango r e numero di Coxeter h. Allora 

(i) k = h-2, 

(ii) 02(G/#) = (l/3)fc2, 

(Hi) X(G/H)=N= (1/2) hr. 

La non validità di questi risultati nei casi in cui G non sia di tipo A, D, E è in
terpretata in termini del non annullarsi di alcuni gruppi di coomologia. 

3. - Risultati geometrici. 

Usando metodi algebrici di teoria delle rappresentazioni è stata determinata 
la decomposizione rispetto all'azione di H (per ogni possibile gruppo di olonomia 
H) dello spazio «fi dei tensori aventi le stesse simmetrie di Vtj, ottenendo una 
classificazione in un numero finito di classi delle varietà dotate di if-strutture 
(nel caso quasi-Hermitiano si ritrovano le 16 classi dì Gray e Hervella). Ad esem
pio, nel caso della geometria quasi-contatto si è ottenuta una classificazione delle 
varietà quasi-contatto in 212 classi. Per ógni possibile gruppo di olonomia H, ven
gono inoltre trattati in dettaglio alcuni esempi. 

Nel caso in cui la varietà M sia sempre dotata di una //-struttura ma sia anche 
/f-omogenea (cioè omogenea e con il tensore rj invariante rispetto al gruppo di 
isometrie che agisce su M) si può studiare la geometria di M definendo (come na
turale generalizzazione delle strutture Riemanniane omogenee e delle strutture 
quasi-Hermitiane omogenee) le //-strutture omogenee, come tensori che verifica
no le stesse simmetrie di V - V, dove V in questo caso è una //-connessione. Ciò è 
possibile in quanto nel 1980 Kiricenko ha provato un teorema analogo a quello di 
Ambrose-Singer per varietà Riemanniane dotate di una struttura definita da ten
sori invarianti. Indicato ancora con & lo spazio dei tensori aventi le stesse sim
metrie delle //-strutture omogenee, vengono trovate per ogni gruppo H due de
composizioni dello spazio ^rispetto all'azione di H in componenti irriducibili. Una 
è conseguenza della relazione tf= tf+ © J l e l'altra discende dalla decomposizio
ne di Tricerri e Vanhecke [4]. 
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L'esistenza di una if-struttura omogenea T e &+ è equivalente alla condizione 
che il gruppo di olonomia di M si riduca a H. In generale su una varietà dotata di 
una if-struttura esiste ed è unica una connessione V, nota come connessione canoni
ca, tale che A = V - V e J l . Una connessione di Ambrose-Singer V su una varietà 
if-omogenea coincide con la connessione canonica se e solo se A = V - V e ^ 1 . 

Nel caso in cui M sia una varietà H-omogenea naturalmente riduttiva viene di
mostrato algebricamente il seguente 

TEOREMA 4. - a) Sia M una varietà H-omogenea. Se H è uno dei seguenti 
gruppi 

(2) U(k), U(k)xl, G2, Spivi!) 

(con le rappresentazioni naturali su R2k,R2k + 1, R7 e R8) ed esiste una H-
struttura omogenea T e 5+ fi 3^, allora M è localmente simmetrica. 

b) Su una varietà H-omogenea naturalmente riduttiva con H = 
U(k), U(k) x 1, G2 esiste una H-struttura omogenea f é J l se e solo se M ha 
gruppo di olonomia debole H. 

Collegando le due decomposizioni dello spazio tf con la decomposizione dello 
spazio a cui appartiene Vrj vengono stabilite diverse proprietà geometriche. Ven
gono inoltre descritti per ogni caso esempi significativi. In particolare, nel caso di 
H = G2, Spin(l) vengono determinati tutti gli spazi omogenei G/K (con K sotto
gruppo di H) dotati di una H-struttura e con il primo numero di Betti nullo. 
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