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Problemi di complementazione. 

MARIA CRISTINA CIRINO GROCCIA 

Sia (L, A, V ) un reticolo con minimo 0 e massimo 1 e sia a un elemento di L. 
Un elemento e di L dicesi un complemento di a i n L se aÀc = o e a V c = l. 

Il reticolo L si dice complementato se ogni elemento di L ha complemento in L. 
In generale, il reticolo 1(G) dei sottogruppi di un gruppo Q nonché alcuni suoi 

rilevanti sottoreticoli non sono complementati. Ad esempio, sé G = (x) è un grup
po ciclico d'ordine p2 (p primo) il sottogruppo (xp) è privo di complemento in 1(G) 
sicché 1(G) = n(G), dove n(G) è il reticolo dei sottogruppi normali di G, non è un 
reticolo complementato, mentre il reticolo dei sottogruppi di un p-gruppo abelia-
no elementare è sempre complementato e i sottogruppi di Sylow di un gruppo ri
solubile finito ammettono complemento. D'altra parte, se G è un gruppo abeliano 
e 1(G) è complementato allora G è prodotto diretto di gruppi ciclici d'ordine pri
mo, e se ogni sottogruppo di Sylow di un gruppo finito ammette complemento con 
il quale permuta il gruppo è risolubile. Ciò evidenzia la stretta relazione che esi
ste tra la struttura di un gruppo G e la proprietà che tutti i sottogruppi, o gli ele
menti di alcuni sottoinsiemi di 1(G), sono complementati. 

Lo studio dei gruppi con il reticolo dei sottogruppi complementato, detti In
gruppi, è stato affrontato da vari autori. Una descrizione significativa dei ^-grup
pi risolubili è stata data da G. Zacher [13] nel caso dei gruppi finiti, da M. Emal-
di [7] e F. Napolitani [9] nel caso generale, mentre per quanto concerne i gruppi 
non risolubili non esiste una descrizione completa dei if-gruppi. La situazione è 
ben definita invece per quanto riguarda i gruppi in cui certi rilevanti sottoreticoli 
sono complementati. In particolare, J. Wielgod [12] ha dimostrato che i gruppi in 
cui il reticolo dei sottogruppi normali è complementato sono esattamente i pro
dotti diretti di gruppi semplici e M. Curzio [5] ha provato che hanno là stessa 
struttura i gruppi finiti col reticolo dei sottogruppi di composizione c(G) comple
mentato. Pertanto poiché un gruppo in cui ogni sottogruppo normale è un fattore 
diretto è un ^-gruppo, ovvero ogni sottogruppo normale di un sottogruppo nor
male H di G è normale in G, da tali risultati si deduce che in un gruppo finito il re
ticolo dèi sottogruppi normali è complementato se e solo se il reticolo dei sotto
gruppi di composizione è complementato, e in tal caso n(G) = c(G). 

Un analogo risultato vale anche per i gruppi infiniti. Infatti, K. H. Toh [11] ha 
dimostrato che se ogni sottogruppo normale di un gruppo G ammette un comple
mento subnormale in 1(G), allora n(G) è complementato, per cui in tal caso l'insie
me sn(G) dei sottogruppi subnormali di G coincide con n(G). 



24 MARIA CRISTINA CIRINO GROCCIA 

DEFINIZIONE 1. - Un sottogruppo H di un gruppo G dicesi subnormale in G 
se esiste un insieme (Hi)i^n di sottogruppi di G tali che H = H0 Hi è un sotto
gruppo normale di Hi + 1 e Hn = G. 

Si noti che in generale ogni sottogruppo normale è subnormale mentre il vice
versa non è vero. Inoltre poiché il sottogruppo generato da due sottogruppi sub
normali in generale non è subnormale, sn(G) non è un sottoreticolo di 1(G). 

Dunque affinché un gruppo sia prodotto diretto di gruppi semplici è sufficien
te che ogni sottogruppo normale ammetta un complemento subnormale. Si è di
mostrato in [3], utilizzando l'argomento introdotto K. H. Toh e un opportuna ge
neralizzazione ai sottogruppi ascendenti di una proprietà dei sottogruppi subnor
mali, che si può indebolire ulteriormente tale condizione richiedendo che ogni sot
togruppo normale ammetta un complemento ascendente. 

PROPOSIZIONE 1. - Sia G un gruppo in cui ogni sottogruppo normale ammet
te un complemento ascendente. Allora G è prodotto diretto di gruppi semplici e 
quindi n(G) è complementato. 

DEFINIZIONE 2. - Un sottogruppo H di un gruppo G dicesi ascendente in G se 
esiste un insieme {Ha \a ^ g} di sottogruppi di G indiciato con l'insieme degli or
dinali minore o uguali di un ordinale g, tale che H = H0, Haè un sottogruppo nor
male di Ha + 1, HQ = G e Hp= U Ha9 per ogni ordinale limite /3 ^g. 

a < /3 

È evidente che ogni sottogruppo subnormale è ascendente mentre è stato di
mostrato da S. E. Stonehewer [10] che i sottogruppi quasinormali sono ascenden
ti. Un sottogruppo H di un gruppo G dicesi quasinormale in G se HK = KH, per 
ogni sottogruppo K di G. Poiché il sottogruppo generato da due sottogruppi 
ascendenti in G non è ascendente in G e l'intersezione di sottogruppi quasinorma
li in G non è quasinormale in G, l'insieme asc(G) dei sottogruppi ascendenti di G e 
l'insieme qn(G) dei sottogruppi quasinormali di G non sono dei sottoreticoli di 
1(G). Ciò giustifica la seguente definizione. 

DEFINIZIONE 3. - Un sottoinsieme non vuoto 3 di 1(G) dicesi un sottoinsieme 
complementato di 1(G) se per ogni sottogruppo H di 3 esiste un complemento K 
di H in 1 

In particolare, se tf è un sottoreticolo di 1(G) contenente 0 e 1 , # è un sottoin
sieme complementato di 1(G) se e solo se tf è un reticolo complementato. 

La Proposizione consente di descrivere i gruppi in cui l'insieme dei sottogrup
pi quasinormali è complementato. 

TEOREMA 1. - Sia G un gruppo. L'insieme qn(G) dei sottogruppi quasinor
mali di G è un sottoinsieme complementato di 1(G) se e solo se G è prodotto di
retto di gruppi semplici. 
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Da questo teorema segue subito che in un gruppo in cui i sottogruppi quasi-
normali costituiscono un sottoinsieme complementato la quasinormalità e la nor
malità risultano concetti equivalenti. Dunque se qn(G) è un sottoinsieme comple
mentato di 1(G) si ha che qn(G) = n(G) = sn(G). Inoltre, poiché in un prodotto di
retto di gruppi strettamente semplici ogni sottogruppo ascendente ha un comple
mento normale (un gruppo G dicesi strettamente semplice se è privo di sotto
gruppi ascendenti non banali), dalla Proposizione si deducono i seguenti 
risultati. 

COROLLARIO 1. - Sia G un gruppo localmente risolubili Allora asc(G) è un 
sottoinsieme complementato di 1(G) se e solo se G è prodotto diretto di gruppi 
d'ordine primo. 

TEOREMA 2. - Sia G un gruppo dotato di una serie ascendente a fattori abe-
liani o finitamente generati Allora Vinsieme asc(G) dei sottogruppi ascendenti 
di G è un sottoinsieme complementato di 1(G) se e solo se G è prodotto diretto di 
gruppi strettamente semplici 

Un sottoinsieme non vuoto # di 1(G) dicesi un sottoinsieme permutabilmente 
complementato di 1(G) se per ogni sottogruppo H di tf esiste un complemento K di 
H in 3 tale che G = HK. 

La struttura dei gruppi in cui 1(G) sia permutabilmente complementato, detti 
C-gruppi, è stata definita nel caso finito da P. Hall [8] e nel caso infinito da N.V. 
Cernikova [2] e M. Emaldi [7]. Per sn(G) ovviamente Tessere permutabilmente 
complementato equivale all'essere complementato, mentre poiché l'insieme 
asc(X) dei sottogruppi ascendenti di un sottogruppo X di G è un sottoinsieme per
mutabilmente complementato di l(X) se tale è asc(G), dalla Proposizione segue 
una caratterizzazione dei gruppi in cui asc(G) è permutabilmente complementato. 

TEOREMA 3. - Sia G un gruppo. L'insieme asc(G) è un sottoinsieme permuta
bilmente complementato di 1(G) se e solo se G è prodotto diretto di gruppi stret
tamente semplici. 

La proprietà di essere complementato è un esempio di proprietà relativa ai 
sottogruppi di un gruppo. In più lavori S.N. Cernikov, assegnata una proprietà K 
relativa ai sottogruppi, ha studiato i gruppi in cui «molti» sottogruppi soddisfano 
K interpretando tale richiesta imponendo sia che ogni sottogruppo infinito di un 
gruppo abbia la proprietà K sia, più in generale, che l'insieme dei sottogruppi del 
gruppo che non hanno K soddisfi la condizione minimale ovvero non esistono nel 
gruppo catene decrescenti infinite di sottogruppi che non hanno la proprietà K. In 
particolare, nell'ultima parte di [1], S.N. Cernikov ha studiato i gruppi infiniti in 
cui ogni sottogruppo infinito ammette un complemento con il quale permuta (IC-
gruppo) determinando condizioni affinché un IC-gruppo sia un C-gruppo, e la 
struttura degli IC-gruppi che non sono C-gruppi. Invece M. Emaldi [6] ha consi-
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derato i gruppi in cui ogni sot togruppo normale infinito è complementato dimo

s t rando che per i gruppi risolubili le cui immmagini omomorfe hanno il sot togrup

po di Fra t t in i identico tale concetto è equivalente all 'essere un K-gruppo. Que

st 'ultimo risultato è stato generalizzato ai gruppi che verificano la condizione mi

nimale sui sottogruppi normali che non sono dotati di complemento nel reticolo di 

tu t t i i sottogruppi. 

T E O R E M A 4. - Sia G un gruppo che soddisfi la condizione minimale sui sotto

gruppi normali non complementati e tale che (P(G/G ( l )) = 1 per ogni i ^ l . Se 

esiste un intero non negativo n tale che Gin) è ipercentrale allora G è un K-grup

po risolubile. 
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