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Modellazione con curve e superfici p-spline. 

SERENA MORIGI 

1. - Introduzione. 

Nell'ambito della teoria dell'approssimazione è stata recentemente considera­
ta una nuova classe di curve spline razionali in coordinate polari introdotta da 
Sanchèz-Reyes in [6] e indipendentemente da de Casteljau in [3]. 

Due sono le categorie principali di problemi di approssimazione dove questa 
nuova classe di curve spline, e la loro generalizzazione a superfici, trova 
applicazione. 

La prima riguarda problematiche di data fitting per le quali è richiesto di co­
struire un'approssimazione di una funzione incognita basata su un insieme di dati 
definiti su domini circolari e sferici. 

La seconda, nell'ambito della computer aided geometrie design, riguarda la 
modellazione geometrica di forme di natura polare e sferica mediante una rappre­
sentazione matematica con curve e superfici. 

Il lavoro di ricerca svolto si è occupato di formulare la teoria di supporto a tale 
classe di curve e superfici, denotate con il termine p-spline, mediante un approc­
cio basato sulla relazione tra queste e le spline trigonometriche, quindi di svilup­
pare la seconda delle potenzialità applicative menzionate proponendo tecniche di 
modellazione con curve e superfici p-spline ed una loro integrazione in un sistema 
di progettazione geometrica assistita al calcolatore. 

2. - Curve e superfici p-spline 

DEFINIZIONE 1. - Curva p-spline. 
Si definisce p-spline la curva di grado n in coordinate polari rappresentata 

in forma parametrica dalla seguente: 

c(«) = 

K 

con te. [6a/n, 0b/n], s(t) = 2 óiMijm(d/n) funzione spline trigonometrica, 
i= -m + 1 

e Mifm(0/n) funzioni B-spline Trigonometriche di base. 

A partire dalla definizione di curva di controllo G(t) = g^t) della spline trigo­
nometrica s(t), possiamo definire la curva di controllo della p-spline c(t) come 
F(t) = (l/gi(t),ntfi = l,...,K + n. 

Uno dei vantaggi di cui godono le p-spline è il poter essere identificate da una 
funzione di controllo che, al contrario delle spline trigonometriche [4], assume la 
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classica forma lineare a tratti. Si può dimostrare infatti che ogni tratto i-esimo 
della curva di controllo F(t) è, in coordinate polari, un segmento di retta di estre­
mi i reciproci degli estremi di G(t) quindi la curva di controllo F(t) è un poligono 
di controllo. Questo consente di verificare per p-spline la proprietà di guscio con­
vesso, che permette di localizzare la curva a partire dai suoi punti di controllo. 

Si possono riottenere inoltre per curve p-spline altre proprietà geometriche di 
cui godono le spline cartesiane, quali ad esempio proprietà di controllo locale, va­
riation diminishing ed invarianza per trasformazioni. 

In [6] l'autore mostra come la classe di p-spline ristretta ad un singolo seg­
mento, (curve p-Bèzier), rappresenti una sottoclasse di curve razionali di Bèzier 
in coordinate cartesiane. Da ciò si può affermare che le p-spline rappresentano 
una sottoclasse delle NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) [5]. Utilizzando 
un risultato dovuto a Koch, che mette in relazione le B-Spline Trigonometriche 
Mif m con le spline polinomiali Nif m, ed un'opportuna riparametrizzazione raziona­
le lineare si può ottenere una rappresentazione esplicita NURBS di una curva p-
spline [2]. 

Da questa relazione si derivano metodi di calcolo alternativi ed efficienti per 
ottenere alcuni utili tool di base quali knot insertion, evaluation, etc. per la model­
lazione con p-spline. 

Una particolare attenzione viene rivolta alla rappresentazione p-spline del 
cerchio per la sua importanza nella definizione di superfici p-spline e si forniscono 
allo scopo i coefficienti del cerchio unitario rappresentato mediante p-spline di 
grado pari qualunque. 

I risultati ottenuti per curve p-spline si estendono a superfici p-spline prodot­
to tensoriale s(u, v), in coordinate sferiche, di grado n in u e m in v, utili strumen­
to per la modellazione di oggetti di natura sferica [7]. Queste superfici p-spline 
possono essere rappresentate come superfici NURBS non a patch di Bèzier e go­
dono di proprietà facilmente deducibili dallo schema a curve in precedenza 
considerato. 

3. - Modellazione con curve e superfici p-spline. 

Due sono gli aspetti importanti da verificare nella scelta delle p-spline quale 
modello di rappresentazione. 

Ci chiediamo innanzitutto quale sia la classe di oggetti che possono essere 
rappresentati esattamente da questo particolare schema matematico. 

Si è verificato a proposito che le p-spline hanno la capacità di rappresentare le 
coniche e le quadriche in modo esatto e le superfici a forma libera. 

Inoltre, come si è visto, le p-spline hanno la proprietà di essere rappresentate 
come NURBS in coordinate Cartesiane. Questa proprietà consente un loro inseri­
mento in modo naturale negli attuali sistemi CAD essendo le NURBS di fatto uno 
standard a livello industriale. 

Il secondo aspetto riguarda la capacità di realizzare un'interfaccia utente 
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efficiente ed intuitiva per sfruttare appieno le potenzialità matematiche che 
teoricamente lo schema rappresentativo possiede. 

Ci riferiamo all'abilità dell'utente di specificare e modificare una forma qualo­
ra sia nota l'esistenza teorica del modello matematico che la rappresenta. 

Vengono quindi considerati proprietà e metodi utilizzati nella modellazione di 
forme con curve p-spline. Per affrontare il problema della modellazione con p-
spline si è seguito sia l'approccio automatico, mediante tecniche di interpolazione 
o approssimazione di dati (data fitting), sia l'approccio interattivo, sfruttando cioè 
le proprietà delle p-spline come strumenti finalizzati alla manipolazione del poli­
gono di controllo fino ad approssimare con questo la forma desiderata. 

Per come sono definite le p-spline, le tecniche di interpolazione con p-spline 
devono garantire la positività della curva interpolante. Il problema viene impo­
stato come problema di programmazione lineare ed è stato risolto con un metodo 
iterativo a più passi con ricerca dell'interpolante in spazi di dimensione crescente 
ad ogni iterazione. 

Le tecniche di manipolazione del poligono di controllo fanno uso di tool quali 
knot insertion, subdivision e knot removal che sono derivati dalla procedura se­
guita nel generare tali curve. Mentre dalla loro definizione e rappresentazione 
nella base di Fourier, segue che la tecnica di degree elevation sia possibile solo 
per rappresentare una curva p-spline di grado n come p-spline di grado kn, con k 
intero positivo. 

Particolare attenzione è rivolta quindi alla definizione di un algoritmo di de­
gree elevation per p-spline di cui si presenta una formula per la determinazione 
esplicita dei coefficienti della curva elevata di grado [1]. L'algoritmo proposto si 
rivela essere efficiente, stabile e, almeno numericamente, presenta aspetti di 
convergenza. 

L'estensione a modellazione di superfici p-spline prodotto tensoriale o super-
fici ad un sol valore in coordinate sferiche rappresenta una tappa obbligata verso 
la creazione di oggetti di natura sferica. Osserviamo come, modellare questo tipo 
di superfici che presentano una qualche simmetria sferica, risulti molto difficile in 
coordinate cartesiane e come invece risulti semplice e naturale in coordinate sfe-

Fig. 1. - Superficie di swinging in coordinate miste polari-Cartesiane. 
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riche grazie ad una semplice modifica dei coefficienti secondo un pattern 
specificato. 

Interessanti risultano gli operatori automatici che permettono di costruire su-
perfici p-spline a partire da curve in coordinate polari. Si prendono in considera­
zione tecniche cross-sectional come rotazione, skinning e swinging in coordinate 
sferiche e in coordinate miste polari-cartesiane per modellare superfici p-spline. 
In figura è mostrato un esempio di modellazione con una superficie prodotto in un 
sistema di coordinate miste polari-cartesiane. 

Questi risultati hanno portato alla naturale definizione di un ambiente di mo­
dellazione con curve e superfici p-spline mediante il quale sono stati valutati 
aspetti di stabilità, efficienza e flessibilità degli algoritmi presentati e sperimen­
tate le tecniche di modellazione proposte. 

L'ambiente di modellazione polare-sferico è stato quindi integrato nel sistema 
di modellazione di forme XCMODEL basato su primitive NURBS, al fine di au­
mentare le potenzialità rappresentative di quest'ultimo. 
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