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Onde di discontinuita gravitazionali in relativita generale.

GIANLUCA GEMELLI

1. - Introduzione.

Lo studio delle onde gravitazionali viene affrontato in letteratura per mezzo
di numerosi approcci diversi, variamente interconnessi. Tra quelli che si rifanno
alla teoria esatta (senza approssimazioni) della gravitazione einsteiniana possia-
mo citare: I) le onde di discontinuita gravitazionali (v. ad es. [4]); II) le classi di
tensori di curvatura algebricamente speciali, ovvero, in una terminologia fre-
quente: la radiazione gravitazionale (v. ad es. [3,5]). L’elenco potrebbe proseguire
a lungo nominando altri contesti interessanti quali le soluzioni esatte delle equa-
zioni di Einstein dotate di particolari simmetrie, le congruenze di linee del genere
luce e la «collisione» di onde gravitazionali; tuttavia qui ci interessa in primo luo-
go studiare I) ed esaminare poi i collegamenti con II).

Utilizzando le tecniche di decomposizione 3 + 1 dello spazio-tempo [2, 1], si
puo costruire una teoria generale delle onde di discontinuitad gravitazionali (I), a
completamento dei risultati gia presenti in letteratura. Gli stessi metodi si dimo-
strano utili per lo studio dei seguenti problemi associati alle onde gravitazionali:
la trasmissione dell’energia, le interazioni con il moto della materia, il significato
delle trasformazioni di gauge. La teoria delle onde di discontinuita risulta poi
estendibile in modo duale alla teoria della radiazione (II), individuando una
estensione anche di quest’ultima.

2. — Onde di discontinuita gravitazionali.

Un’onda di discontinuita gravitazionale € una soluzione regolarmente di-
scontinua delle equazioni di Einstein. Si parla di onda ordinaria oppure di
onda d'urto a seconda che la discontinuita sia presente nelle sole derivate
seconde o gia nelle derivate prime del tensore metrico; per le onde durto
occorre introdurre una formulazione debole delle equazioni di Kinstein. In
ogni caso € ben definita, in un certo dominio di spazio-tempo, una ipersuperficie
regolare X che rappresenta l’evoluzione del fronte d’onda. Su X risulta inoltre
definito, a meno di particolari trasformazioni dette di gauge, il tensore di-
scontinuitd metrica Jg, il quale caratterizza il «salto» del tensore di curvatura
di Riemann (o la relativa distribuzione nel caso delle onde d'urto). Tra i
risultati piti noti della letteratura vi & che per le onde ordinarie pure (tensore
di Ricci regolare) e per le onde durto (qualsiasi) ¥ & tangente al cono
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luce. Cio corrisponde al fatto che la velocita di avanzamento dell’onda, rispetto
a qualsiasi osservatore, & pari alla velocita della luce.

Introdotto un riferimento fisico, caratterizzato da un campo di versori del ge-
nere tempo u, ed il vettore isotropo / normale a X, da dg si puo ottenere, per dop-
pia proiezione, la sua componente essenziale, cioé gauge-invariante, che denotia-
mo G(u). Tutte le proprieta note dalla letteratura riguardo alle onde ordinarie
pure ed alle onde d’urto risultano discendere da poche proprietd di G(u), che
esprimiamo qui in coordinate x°, 2 (i=1, 2, 3) adattate a =:

A*Vy) Gy =0, GwE=0 (1*V,) =0

essendo & = G(u)* G(u)y uno scalare invariante (in realta indipendente da w) in-
terpretabile come energia dell'onda gravitazionale. Infatti le diverse definizioni
covarianti di energia del campo gravitazionale, dovute a Bel e Pirani, nel caso del-
le onde pure o d’urto, si riducono su X entrambe a &.

Le proprieta di conservazione (1) sono conseguenza delle equazioni di Ein-
stein (nella loro versione debole nel caso delle onde d’urto) e delle identita di
Bianchi.

L’introduzione di un riferimento fisico consente inoltre di formulare, in modo
relativo, le equazioni della dinamica delle particelle in presenza di un’onda ordi-
naria pura o di un’onda d’urto. Questo tipo di studio & stato oggetto di due lavori
gia apparsi su General Relativity and Gravitation nel corso del 1997.

11 caso delle onde ordinarie non pure, cioé in presenza di discontinuita del ten-
sore di Rieci, in letteratura non viene mai trattato in termini della discontinuita
metrica. In questo caso possiamo pero ancora definire una discontinuita metrica
essenziale G che caratterizza il salto del tensore di Riemann, che stavolta dipende
anche dal salto [R,;] del tensore di Ricci. Per esempio, nel caso in cui / non & iso-
tropo, caso detto delle onde materiali, risulta: G; = 21-0)7! [R;;]. Scopriamo allora
che, in corrispondenza delle leggi di conservazione (1), si hanno delle leggi di
bilancio:

(V) Ga =1V G =0,
@) W'V;) Gk = Vi G =0,

dove stavolta I'energia dell’onda E = G*G;, & uguale alla somma di un’energia pu-
ramente gravitazionale § e di un’energia materiale (dipendente da [R.]).

3. — Radiazione gravitazionale.

La parte a traccia nulla del tensore di Riemann, che si riduce a quest’ultimo in
uno spazio-tempo vuoto, si chiama tensore di Weyl; questo tensore & oggetto di
una classificazione (locale) in tipi spettrali, detti di Petrov, in base a proprieta al-
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gebriche. Il tipo spettrale N viene generalmente associato al concetto di radiazio-
ne gravitazionale. Due tra le ragioni principali di questa associazione sono: a) per
le onde ordinarie pure, il salto del tensore di Riemann, definito su X, ha le pro-
prieta algebriche del tipo N; b) il termine dominante del tensore di Riemann, a
grandi distanze da una arbitraria distribuzione di materia - energia, & del tipo N.
In base ad a) si ha che la teoria della radiazione gravitazionale nel vuoto & perfet-
tamente duale a quella delle onde ordinarie pure: essa sostituisce a risultati che,
nel caso delle onde, valgono per il salto di un tensore di curvatura generico, ma
solo sullipersuperficie X, analoghi risultati validi solo per una speciale classe di
tensori di curvatura, ma in tutto un dominio dello spazio-tempo. In particolare, il
quadro (1) si estende anch’esso al caso della radiazione, la discontinuitd metrica
essenziale essendo sostituita da un opportuno campo tensoriale regolare nel
dominio.

Nel caso della presenza di materia, le onde gravitazionali si studiano general-
mente nell'ambito delle teorie approssimate. Per quanto riguarda invece la teoria
esatta, quel poco che si trova in letteratura procede per analogia col caso del vuo-
to, definendo la radiazione gravitazionale per mezzo dell’appartenenza del tenso-
re di Weyl (non pili coincidente con quello di Riemann) al tipo N. Tuttavia nulla di
simile ad a) e b) vale nel caso della materia.

Alternativamente, se pensiamo di generalizzare a) procedendo per analogia
con le onde materiali (v. sez. 2), dato che il salto del tensore di Riemann soddisfa
anche in questo caso determinate condizioni algebriche (l;,[Rgy,,]1=0), siamo
portati a formulare la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1. — Diciamo che il tensore di Riemann ¢é di tipo speciale, e che
definisce un campo di radiazione gravitazionale, se esiste un campo vettoriale 1
(non mecessariamente isotropo) tale che li, Rg,i0 = 0.

I1 tipo speciale testé definito &€ una generalizzazione del tipo N di Petrov. La
teoria della radiazione gravitazionale nella materia che si costruisce ora per natu-
rale dualismo da quella delle onde materiali, con estensione per esempio del qua-
dro (2), differisce da quella che si ottiene con l'ipotesi che il tensore di Weyl sia
ancora del tipo N.

4. — Assorbimento ed emissione: modello geometrico.

Dato che nel vuoto le onde ordinarie sono necessariamente pure, mentre
cid non & in presenza di materia, & lecito chiedersi se, rispetto ad un’onda
gravitazionale proveniente dallo spazio esterno, la materia sia «trasparente»,
con il che l'onda si mantiene pura, oppure se pud invece generarsi un’onda
materiale (con il che la velocitd di avanzamento diminuirebbe bruscamente).
L’ultima eventualitd suggerisce la possibilitd di rivelare indirettamente 'onda
sfruttando l'effetto di generazione (per esempio nel Sole) di un’onda materiale,
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la quale si manifesta nelle variabili dinamiche e termodinamiche della ma-
teria.

Formalizziamo il modello: in un certo dominio di spazio-tempo, consideriamo
un tubo d’universo © rappresentante I'evoluzione della materia (per esempio di
una stella). Richiediamo che la discontinuitd metrica (definita e regolare su 2) sia
continua su 2N aV.

Tralasciando i dettagli, si scopre che semplici ipotesi aggiuntive sulla struttu-
ra dello spazio-tempo, quali I'esistenza di un certo tipo di vettori di Killing o di
Ricci-collineations, consentono la propagazione dell’onda all'interno di O per
mezzo di un’onda materiale nel solo caso particolare in cui lo scalare di curvatura
sia continuo (onde materiali singolari). Inoltre si verifica che ’appartenenza glo-
bale del tensore di Riemann al tipo speciale (v. definizione 1), tranne in un caso
singolare, & condizione sufficiente affinché 'onda trasmessa nella materia sia di
tipo materiale.
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