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Teoremi di convergenza in teoria della misura non commutativa. 

SIMONETTA SALVATI 

1. - Panoramica. 

Il noto teorema di Vitali-Hahn-Saks assicura la equicontinuità di una succes­
sione di funzioni rispetto ad una fissata funzione v, qualora ogni termine della 
successione sia continuo rispetto ave inoltre la successione converga puntual­
mente nel suo insieme di definizione. In altri termini, se (P) è la proprietà «essere 
continuo rispetto a v», il teorema conclude che la proprietà (P) viene soddisfatta 
uniformemente dai termini della successione a patto che ogni termine «singolar­
mente» goda di (P) e che la successione converga puntualmente. 

Da questo punto di vista il teorema di Vitali-Hahn-Saks si può descrivere co­
me un «teorema di convergenza» ed è, per così dire, l'«antenato» dei teoremi di 
convergenza ottenuti nella tesi. Esso, nella sua forma classica, è utilizzato nello 
studio del passaggio al limite sotto il segno di integrale, ed è proprio affrontando 
questa tematica che R.Caccioppoli introdusse il concetto di uniforme additività 
([2]), sviluppato poi da V.M. Dubrowski e F. Cafiero. Negli stessi anni (1940-50) 
CE. Rickart formulò l'importante concetto di funzione «esaustiva» ([5]) che si ri­
velò poi ([3]) essere una generalizzazione di quello introdotto da Caccioppoli. 

Nei teoremi di convergenza presentati nella tesi la «proprietà (P)» è proprio 
«l'essere esaustivo», dunque si considera una successione puntualmente conver­
gente di funzioni ciascuna esaustiva e si deduce la uniforme esaustività. 

Una funzione ju definita in un'algebra d di parti di un insieme e a valori in un 
gruppo topologico commutativo g, JU : GÌ —» G si dice esaustiva o fortemente limi­
tata se, comunque presa (Ak)k(=N successione disgiunta in d (ossia Ak<=(3L e 
Akf\Ah = 0 \/h ^ k) risulta Km p(Ak) = 0. 

k 

A prima vista, per chi è abituato a trattare con funzioni a-additive definite in tr­
anelli, la forte limitatezza è una banale conseguenza della a-additività. Se però ci si 
mette in un contesto più generale, esso rivela insospettabili aperture. Ad esempio, 
nel caso che la funzione sia solo finitamente additiva uno studio più approfondito ri­
vela, come Rickart stesso sottolinea, che una funzione fortemente limitata è la natu­
rale generalizzazione, per funzioni a valori in gruppi topologici, del concetto di fun­
zione reale e limitata, o di funzione vettoriale a variazione limitata. Inoltre il concet­
to di funzione esaustiva crea un naturale collegamento tra le proprietà algebriche di 
una funzione finitamente additiva e la topologia del codominio. 

Ricordo che /u: &—>G è finitamente additiva se ^(AUB) = JU(A) +/^(P) ogni 
volta che AfiB = 0. 
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Consideriamo dunque una successione {jun}n&N di funzioni jun: CL^G ciascu­
na finitamente additiva ed esaustiva. 

Si dice che {^w}weNè uniformemente esaustiva se, per ogni (Ak)keN succes­
sione disgiunta in CX risulta lim jun(Ak) = 0 uniformemente in n e N, ossia se, pre-

k 

so un intorno U di 0 in g si ha che pin(Ak) e U da un certo indice fc0 in poi (i.e. per 
k^k0) e per ogni n. 

In prima approssimazione dunque la situazione è la seguente: 

Ci (da specificare) g gruppo topologico commutativo 

/un: CI —* g neN finitamente additiva ed esaustiva 

lim jun(A)=/A0(A) VA e a (1) 

{ ^ } w e N è uniformemente esaustiva 

Chiameremo (1) un teorema di tipo Brooks-Jewett. 
Osserviamo ora: se vogliamo dimostrare la uniforme esaustività di {//w}weN, 

in base alla definizione basterà considerare la matrice di termine generale jun(Ak) 
e, fissato U, determinare un indice di colonna k0 tale che tutti i termini jun(Ak) con 
k^k0 appartengono ad U, graficamente 

PiiAx) pi(A2) 

pt2(A1) pt2(A2) 

ptniAì) jun(A2) 

pii(Ako)eU ti^A^ + JeU 

[i2(AkQ)<EU ju2(Ako + 1)eEU 

jun(Ako) e U jun(Ako + 1) e U 

gli elementi della matrice «a destra» della colonna k0 (inclusa) sono «piccoli». Ec­
co dunque come il problema di dimostrare la uniforme esaustività della successio­
ne {f(<n}neN si riconduce ad un problema riguardante una matrice di cui ciascuna 
riga è una successione infinitesima (ogni /u n è esaustiva) e ciascuna colonna è una 
successione convergente ({jun}n^N converge puntualmente su GÌ). 

I teoremi presenti nella tesi sono in effetti tutti dimostrati con tecniche cosid­
dette appunto «delle matrici» o «diagonali». Tali tecniche sono state già diffusa­
mente utilizzate sia in teoria della misura che in analisi funzionale, come si vede, 
ad esempio in [1], [7] e [4]. 

La scelta della tecnica dimostrativa «delle matrici» non è stata casuale e trova 
le sue ragioni nella struttura algebrica in cui le funzioni sono definite. La Teoria 
della Misura non commutativa trae origine infatti dagli studi di J. Von Neumann 
e D. Birkhoff sui fondamenti della meccanica quantistica ([8]), in cui il modello 
proposto da Von Neumann per lo spazio degli eventi di un sistema quantistico è 
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un reticolo ortomodulare, una struttura cioè non Booleana, in cui non è possibile di­
stribuire tra l'unione e l'intersezione. Dallo schema di Von Neumann è stata elabo­
rata una Teoria della probabilità che non ha più come punto di partenza le algebre di 
Boole e dunque non si inquadra nello schema di Kolmogoroff. Lo scopo della Teoria 
della Misura non commutativa è quello di produrre un modello abbastanza generale 
che possa includere come casi particolari e la Teoria della Misura utilizzata nello 
schema probabilistico classico e quella che interviene nello schema quantistico. 

Le funzioni considerate nella tesi sono dunque definite in una struttura non Boo­
leana, detta «quantum logic» o «poset ortomodulare». Ebbene, in questo contesto 
l'unico metodo dimostrativo efficiente sembra essere quello delle matrici. (E chiaro 
che le algebre di Boole sono un esempio particolare di «quantum logie».) 

Un poset ortomodulare (OJVJP) è una struttura del tipo (L, ^ , ' , 0, 1) dove 
L è un insieme ordinato parzialmente da ^ , 0 ed 1 ne sono il minimo e il massico, 
': L->L una applicazione di L in L, detta ortocomplemento godente delle pro­
prietà: a" = a, a ^ ò=>ò ' ^ a ' , a A a ' e a V a ' esistono e risulta a A a ' = 0 e a V 
a' — ì (per ogni a, 6eL) e infine, vale la legge ortomodulare: se a^ b allora 
6 = a V ( a ' A 6 ) . 

Due elementi a, òeL si dicono ortogonali se a ^ ò ' . 
Se L è in particolare un'algebra d di insiemi, due elementi di d sono ortogona­

li se e solo se sono disgiunti e dunque è chiaro come le nozioni di forte limitatezza 
e di finita additività si possano dare per una funzione definita in un poset; basterà 
considerare elementi ortogonali invece che disgiunti. 

Dunque, nel teorema (1) l'algebra Ci va sostituita con un poset ortomodulare L. 
Occorre a questo punto sottolineare che un teorema del tipo (1) non vale se (Si 

è un anello Booleano (e dunque, a maggior ragione, se è un poset ortomodulare): 
da questa constatazione è scaturita negli ultimi 20 anni una ricerca su quali condi­
zioni imporre ad un anello perché un teorema di tipo Brooks-Jewett valga, (cfr. [9] e 
[6]). 
La subsequential interpolation property (SIP) e la (subsequential complete­
ness property (SCP) sono attualmente le più accreditate. 

Le funzioni considerate nella tesi sono dunque definite in un OMP godente 
della SIP o della SCP. Per questioni di spazio non mi è possibile soffermarmi sulla 
SIP e sulla SCP. 

2. - I risultati. 

TEOREMA 1. - Siano L un OMP con la SIP e § un gruppo topologico 
commutativo. 

Per ogni neN, sia pin: L —»G finitamente additiva ed esaustiva. 

Se per ogni a&L risulta lim/un(a) = /u(a\ allora {jun: %eN} è uniforme­

mente esaustivo e fi è esaustiva. 

TEOREMA 2. - Sia L un OMP con la SCP e k ^ 1. 
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Per ogni %eN, sia un: L—>[0, oo[. 
Supponiamo un esaustiva e tale che 

\un(b) -un(a) | ^kun(b A a ' ) se a^b 

Se JU: Zv-^[0, °o[ è una funzione esaustiva e tale che lim un{a) — u(a) per ogni 

a&L, allora {un: W E N } è uniformemente esaustivo e a è k-triangolare. 

Si tratta di un teorema di tipo Brooks-Jewett per una speciale classe di funzio­
ni non additive, le funzioni /^triangolari. 

TEOREMA 3. - Siano L un OMP con la SIP e § un gruppo topologico 
commutativo. 

Per ogni w e N , sia ptn; L —>G finitamente additiva ed esaustiva. 
Allora (un)n^N è uniformemente esaustivo se e solo se per ogni successione 

ortogonale ( O ^ N in L e ogni intorno U di 0 in g esistono n e p in N tali che 
un(Op) ef/ Vn^n. 

Questo teorema, noto come Teorema di Cafiero, pur non essendo esattamente 
del tipo illustrato nell'introduzione è comunque considerato un «teorema di 
convergenza». 
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