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Esistenza e molteplicita di soluzioni
per equazioni ellittiche nonlineari.

MonNicA Musso

1. - Introduzione.

In questa tesi si studiano alcune classi di equazioni alle derivate parziali di ti-
po ellittico non lineari. Lo scopo & stabilire risultati di esistenza, non esistenza,
molteplicita di soluzioni non banali per tali equazioni.

I problemi considerati sono di tipo variazionale, cioe le soluzioni corrispondo-
no a punti critici di opportuni funzionali definiti su aleuni spazi di funzioni. Per
studiare I'esistenza e la molteplicita di punti critici di tali funzionali verranno uti-
lizzati i metodi topologici del Calcolo delle Variazioni (in particolare i teoremi di
passo montano, i metodi di linking, la categoria di Ljusternik-Schnirelman), che
permettono di collegare il numero dei punti critici con le proprieta topologiche dei
sottolivelli dei funzionali.

Le tre classi di problemi considerati sono le seguenti:

® Problemi ellittici non lineari approssimanti equazioni degeneri;
® Equazioni ellittiche non lineari in RY;

® Kquazioni ellittiche non lineari con esponente di Sobolev critico e condi-
zioni di Neumann al bordo.

2. — Problemi ellittici non lineari approssimanti equazioni degeneri.

Consideriamo la seguente famiglia di problemi di Dirichlet

div (a,(x) Du) + g(x, ) =0 in
P, { uz0 in Q
u=0 su 09

dove Q & un aperto regolare e limitato di RY, con N=1, g: 2 x R—R & una fun-
zione di Caratheodory con crescita superlineare e sottocritica tale che g(x, 0) =0
per ogni xe £ e, per ogni ¢ >0, a,(x) & una matrice N X N definita positiva e
simmetrica a coefficienti in L * (). Si assume che la matrice a,(x) degeneri, per
£—0, in un sottoinsieme (M (I'insieme di degenerazione) di Q.

Ci siamo proposti di studiare la risolubilita del problema P,, per ¢ > 0 suffi-
cientemente piccolo, e di collegare il numero delle soluzioni con le proprieta geo-
metriche dell’insieme di degenerazione @, sotto opportune ipotesi sulla funzione
g(x, t).
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Il segno di g;(«, 0) (g; indica la derivata di g rispetto alla seconda variabile)
svolge un ruolo chiave per 'esistenza di soluzioni positive di P,, quando ¢ & suffi-
cientemente piccolo. Se g;(x, 0) > 0 per ogni « in un sottoinsieme dell’insieme di
degenerazione D, allora, per ¢ sufficientemente piccolo, P, non pud avere alcuna
soluzione con segno costante in quel sottoinsieme; in particolare, P, non pud ave-
re soluzioni positive (cfr. [7]).

Se invece g;(x, 0) <0 in Q, P, ha almeno una soluzione positiva per ogni & > 0.
In particolare, se I'insieme di degenerazione (D & composto da k¥ componenti connes-
se, 24, ..., 2y con k>1, allora esiste € >0 tale che, per ogni £€]0, [, si ha:

1. P, ha almeno k soluzioni positive u,, 1, ..., %, (cfr. [3]), che soddisfano
la seguente proprieta:

-1
111%(f|0u8,i|2dx) [\Du, s Pde=1 Vie{1, .. k};
e~ \0 Q;

2. P, ha soluzioni positive di tipo «multibump» (cfr. [5], [10]). Piui precisa-
mente, se scegliamo arbitrariamente r sottoinsiemi distinti tra 2, ..., Q (insie-
mi che indichiamo con Q;, ..., 2;), si pud costruire una soluzione positiva
u ' con r «bumps», avente le seguenti proprieta:

-1
lin%)(f|Dujl"“’i*|2dac) | pupi2a=o
¢ Q\SL:JIQiS

e

-1 ) '
lim iglf(gleusil,...,in d.%') f |Du;‘1*“"“

Qi

Zde>0 U se{l,..,r}h

8. P, ha almeno k? soluzioni che cambiano segno (cfr. [4]), aventi esatta-
mente due regioni nodali (cioe entrambi i supporti della parte positiva e di quella
negativa di » sono sottoinsiemi connessi di £2). Inoltre le soluzioni ottenute u, ; ;,
per ogni ¢,je {1, ..., k}, hanno le seguenti proprieta:

e—0

-1
1im(f|Du;i,j|2dx) [\Duss; Pz =1
Q Q;

-1
IIII‘%)(J"D’LLJl‘ledZU) leu;i,jlzdoc=1.
e=0%\go Q;

Se sup g;(x, 0) <0, i fenomeni di concentrazione vengono amplificati: cio per-

mette glf S(ziimostrare che il numero delle soluzioni pud aumentare anche se l'insie-
me di degenerazione (D & connesso (cioé k = 1), purché abbia topologia non bana-
le. In [6] si da una stima del numero di soluzioni positive di P,, per ¢ sufficiente-
mente piceolo, con la categoria di Ljusternik-Schnirelman dell’insieme di degene-
razione in se.
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3. - Equazioni ellittiche non lineari in R”.

Consideriamo una seconda classe di problemi ellittici non lineari, caratterizza-
ti da mancanza di compattezza per la non limitatezza del dominio

—du+QQ+a@)u=|ul’ 24 inRY
P, lu>0 in RY

Iim u(x)=0

|@] —

dove p > 2, con p < (2N/N —2) se N =3, e a(x) & una funzione non negativa di
LN/Z(RN ).

Lo scopo del nostro lavoro & fornire condizioni sufficienti sulla funzione a(x)
per ottenere esistenza e molteplicita di soluzioni per P,.

Se la funzione a(x) e della forma

k
@) = 3 Aia;(li@==)),

dove ay, ..., a sono funzioni non negative di LY2(RM), 14, ..., A} sono numeri
positivi e x;, ..., x, sono punti in RY, si dimostra I'esistenza di almeno 2k — 1 so-
luzioni di P, quando le distanze tra i punti x;, ..., 2, sono grandi e i parametri
Ai, ..., A, sono abbastanza grandi oppure abbastanza piccoli (cfr. [9]); nessuna
informazione & data per valori arbitrari di tali parametri.

Al contrario, fissate k& funzioni non negative A4, (x), ..., A,(x) in LY2(RY), se
a(x) & della forma

k
a(@) = X Ayw —w),

allora P, ha almeno 2k — 1 soluzioni purche A, (x), ..., A;(x) abbiano un opportu-
no decadimento all’infinito e i punti «,, ..., «; siano sufficientemente distanti 1’u-
no dall’altro (cfr. [2]).

4. — Equazioni ellittiche non lineari con esponente di Sobolev critico e con-
dizioni di Neumann al bordo.

Sia NP, il seguente problema

—Au+a@u=u>"1 in Q

NP, u>0 in @
o
—u=0 su o0
ov

dove 2 & un dominio regolare e limitato di RY, con N =3, 2* =2N/(N — 2),
aeL™?(Q) & una funzione non negativa e v indica la normale esterna a 3Q.
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Cerchiamo condizioni sulla funzione a(x) sufficienti a garantiré esistenza e
molteplicita di soluzioni del problema NP,.
In [8] consideriamo la funzione a(x) della forma

> S 1 (#
a(x) = ae(x) +u (1+ > —Za]-(—(w—mj)>)
j=1 Ej 8]'

dove age LY*(Q), per j=1, ..., k, a;e LN*(RY) sono funzioni non negative, u,
€1, ..., € SONO numeri positivi e ux, ..., 2, sono punti di Q.

Nellipotesi che ay, ..., a; abbiano norma L™? diversa da zero in opportuni se-
mispazi di RY, dimostriamo che & possibile scegliere i parametri di concentrazione
€1, ..., € (piccoli) e u (grande) in modo tale che il problema NP, abbia almeno k so-
luzioni di energia alta distinte, o ne abbia almeno 2k se a4, ..., a; soddisfano alcu-
ne altre ipotesi (il risultato riportato in [1] corrisponde al caso k = 1).
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