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Problemi variazionali non lineari di tipo ellittico. 

RICCARDO MOLLE 

Oggetto della tesi è lo studio di alcuni problemi variazionali collegati ad equazio­
ni alle derivate parziali del secondo ordine, semilineari, di tipo ellittico. I risultati ot­
tenuti riguardano l'esistenza, la molteplicità e le proprietà qualitative delle soluzioni. 
Tali soluzioni sono caratterizzate come punti critici di opportuni funzionali. Utiliz­
zando metodi topologici del Calcolo delle Variazioni (quali i metodi di «linking», la 
categoria di Ljusternik-Schnirelman, etc.) si collega il numero di punti critici di tali 
funzionali alle proprietà topologiche dei loro sottolivelli. Si noti che questi metodi so­
no applicati in un ambito diverso da quello abituale, in ipotesi che esulano da quelle 
classiche o perché i funzionali non sono sufficientemente regolari (come accade nei 
problemi con vincoli unilaterali), oppure perché non sono soddisfatte alcune tipiche 
condizioni di compattezza (quali la ben nota condizione di Palais-Smale), come acca­
de quando si considerano aperti non limitati o quando intervengono termini non li­
neari con crescita critica per l'immersione di Sobolev. 

1. - Un problema con vincolo unilaterale sulle derivate. 

Sia Q un aperto limitato di RN, g: Q xR^R una funzione di Caratheodory, 
ìp ed h due funzioni in HQ(Q) ed in L2(Q) rispettivamente. Posto K^ = 
{UGHQ(Q)\AU^AIJJ in senso debole}, consideriamo il problema 

P*W) 
J [DuD(v - u) - g(x, u)(v — u) + h(v - u)] dx^O VveK^ 

Sotto opportune ipotesi sulla posizione del limite lim g(x, t)/t rispetto agli auto-

valori (Xì)ì dell'operatore di Laplace -A mH^(Q) (cfr. [1,5, 7]), si studia la risolu­
bilità del problema P^(h) al variare della coppia (ìp, h) e si descrive la struttura del­
l'insieme delle soluzioni (esistenza di una soluzione minima, etc.). In particolare, se 
g(x, u) = Au con À1<A<À2, si prova che l'insieme delle coppie (ìp, h) per le quali 
Pyih) ha soluzione è un cono convesso chiuso con vertice nell'origine; inoltre si pro­
va che, se la coppia (ìp, h) è interna a tale cono, allora P^Qi) ha due soluzioni. 

I risultati ottenuti evidenziano una profonda analogia con un ben noto teore­
ma di Ambrosetti e Prodi, riguardante il problema di Dirichlet — Au + g(u) = h in 
Q, u = 0 su SQ, nell'ipotesi (di tipo «jumping») 

lim < A i < lim < A 2 . 
t->-cc l t^ + cc l 

In effetti un confronto dei sottolivelli dei funzionali corrispondenti mostra che 
il vincolo Au ^ Aìp svolge un ruolo simile a quello dell'ipotesi lim g(t)/t < Àx. È 

t-* - oo 



—Av + v = \v\p 2v 

v>0 

v = 0 

in Q 

in Q 

su 3Q 
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da notare però che tale analogia riguarda i risultati e non i metodi, in quanto il ri­
sultato di Ambrosetti e Prodi è ottenuto con un metodo diverso, non variazionale 
(basato sull'analisi dei punti di «piega» di una opportuna applicazione differenzia­
bile tra spazi di Banach). 

2. - Problemi di Dirichlet in domini esterni. 

Sia Q un dominio esterno di RN (cioè RN\Q è aperto, limitato e non vuoto). 
Consideriamo il seguente problema: 

P(Q) 

dove p > 2 e p < 2* se N ^ 3 (2* = 2N/(N - 2) è l'esponente critico per l'immer­
sione di Sobolev). 

Le soluzioni del problema corrispondono alle funzioni non negative che sono 
punti critici del funzionale «energia» 

Ku) = J (\Du\2 + u2) dx , 
RN 

vincolato sulla varietà 
V(Q) = {ueHà(Q)\\\u\\p = l}. 

È noto che l'estremo inferiore m = inf 8(u) è indipendente dal dominio esterno 
ViQ) 

Q e non è un minimo; se invece Q = Ry, allora vale ancora inf 8(u) = m ed esiste 
V(RN) 

una funzione positiva co, unica a meno di traslazioni, tale che 8(a)) = m. Se Q e un 
dominio esterno, non è quindi possibile trovare una soluzione di P(Q) semplicemen­
te minimizzando 8 su V(Q). Esiste tuttavia una soluzione corrispondente ad un pun­
to critico VQ, la cui energia è tanto più grande quanto più è grande RN\Q. Posto 
r(Q) = sup{TGR + \B(y, r)cRN\Q per qualche yeRN}, si prova che 

lim 8(vQ)=21~2/pm. 

Questa proprietà permette inoltre di provare l'esistenza di 2/c — 1 soluzioni di­
stinte di P(Q) quando RN\Q è costituito da k componenti connesse sufficiente­
mente grandi e distanti tra loro (cfr. [3,4]). 

3. - Una classe di equazioni ellittiche semilineari in RN. 

Data una funzione non negativa a(x) in LN/2(RN), consideriamo il problema 

-An + (1 + a(x))u = 

u>0 

lim u(x) = 0 , 
\x\ —> oo 

\u\p~2u in RN 

in RN 

dove p > 2 e p < 2 * se-JV ^ 3 . 
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Le soluzioni del problema Pa corrispondono alle funzioni non negative che so­
no punti critici per il funzionale energia Fa: H

1(RN)^>R, definito da 

Fa(u)= f(\Du\2 + (l + a(x))u2)dx, 

vincolato sulla varietà V(RN). 
Si prova che inf Fa(u) = m per ogni a(x) GLN/2(RN), a(x) ^ 0; inoltre Te-

stremo inferiore ffi*e Raggiunto solo se a = 0, nel qual caso, come detto sopra, la 
funzione minimizzante co è unica a meno di traslazioni. 

Nell'ipotesi che la funzione a{x) soddisfi una opportuna condizione di decadi­
mento esponenziale all'infinito, si dimostra che esiste almeno una soluzione va del 
problema Pa. Inoltre si prova che, se {an)n è una successione di funzioni con deca­
dimento esponenziale che tende all'infinito quasi ovunque, la soluzione va% tende a 
decomporsi nella somma di due funzioni minimizzanti per m, che si allontanano in 
direzioni opposte. 

Usando quest'ultima proprietà si trovano 2 k — 1 soluzioni del problema Pa nel 
caso in cui 

k 

a(x) = 2 a>i(x — Xi), 
i = l 

dove aì9 ..., ak sono opportune funzioni in LN/2(RN), non negative, non identica­
mente nulle, con decadimento esponenziale all'infinito, e xx, ..., xk sono punti di 
RN sufficientemente distanti tra loro (cfr [6]). 

4. - Equazioni ellittiche con esponente di Sobolev critico. 

Consideriamo il problema di Neumann 

—Au + A(x)u= \u\2*~2u in 77 

u>0 in II 

— =0 su sn, 
dv 

dove Af ̂  3, TI è un semispazio di RN, v è la normale esterna al suo bordo ed A(x) 
è una data funzione non negativa su TI. 

Le soluzioni di questo problema corrispondono alle funzioni positive che sono 
punti critici per il funzionale E: H1(II)—>R definito da 

E{u) = f(\Du\2+A(x)u2)dx, 
n 

vincolato sulla varietà 

M={ueH1(II)\\\u\\2* = l}. 
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È ben noto che PA non ha soluzioni se A è una costante positiva e che non esiste 
il minimo di E suM, a meno che non sia A = 0. Tuttavia valgono risulati di esistenza 
e molteplicità di soluzioni di PA nel caso in cui A(x) eLm(IT) (cfr. [2]). 

Supponiamo ora che la funzione A(x) sia della forma 

_ h 

A(x) = k +A(x) + X pi2iAi(jUi(x - Xi)), 
i = l 

dove k > 0, A e Ai, i = l, ..., h, sono funzioni non negative e non identicamente 
nulle in LN/2(U) e //^ sono parametri positivi. Si dimostra che, se i parametri «di 
concentrazione» / ^ sono abbastanza grandi, allora esistono 2h soluzioni, u^., u^. 
(i = l, ..., h). Queste soluzioni si concentrano come delta di Dirac vicino ai punti xi9 

quando ^ - > o o e inoltre, previo riscalamento, le soluzioni u^., di «bassa energia», 
convergono a soluzioni del problema PA con A(x) = 0, mentre le soluzioni u^., di «al­
ta energia», convergono a soluzioni del problema PA con A(x) = Ai(x). 

Si noti che, per ottenere 2h soluzioni, non occorre richiedere che i «punti di 
concentrazione» xl9 ..., xh siano necessariamente distinti (basta solo scegliere i 
parametri ju {in modo opportuno). Se invece si richiede che tali punti siano tra loro 
sufficientemente lontani, allora si trovano almeno 4h - 2 soluzioni distinte (la di­
mostrazione è riportata in un lavoro in preparazione). 
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