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Teoria dei fasci e trasformazioni integrali 
per ©-moduli tra varietà di Grassmann. 

CORRADO MARASTONI 

1. - Le trasformazioni integrali nel linguaggio di fasci e ffi-moduli 
Date due varietà X e Y, in generale non è dato un morfismo tra esse. Tuttavia, eu­
risticamente parlando, dei dati su X (funzioni, classi di coomologia...) possono es­
sere trasformati in dati su Y tramite una funzione «nucleo» K(x, y) definito in 
XxY: dato un elemento di volume dx su X, tale corrispondenza dà 

f{x)*->(<PKf)(y) = J K(x, y) f(x) dx 

(si pensi ad esempio alla trasformata di Fourier, ove X=Rn, Y= (R%)* e 
K(x, y) = exp (-ix-y)). Formalmente, denotate con qx e q2 le proiezioni di X x Y 
su X ed Y, si è effettuato un pull-back d i / in X x Y (ovvero (q{~lf)(x, y) =/(x)), 
quindi una moltiplicazione per il nucleo K(x, y), ed infine un push-forward di K-
(qf1/) in Y (ovvero un'integrazione lungo la mappa q2, di fibra X). Questo proce­
dimento può essere effettuato anche nella categoria dei fasci e (se X e Y sono ana­
litiche complesse) dei <D-moduli, ove CD è il fascio di anelli degli operatori diffe­
renziali lineari a coefficienti olomorfi: l'idea (vedi [2]) è di separare gli aspetti 
geometrici della trasformazione (stima di supporto, regolarità dei dati...), tipica­
mente di fasci, da quelli analitici (sistema di E.D.P. che intervengono nella de­
scrizione degli spazi di dati in X ed in Y), tipicamente di (B-moduli. In queste cate­
gorie, rimandando a [4] per le notazioni, il pull-back diventa il funtore di immagi­
ne inversa per fasci qf1 (oppure per (P-moduli sinistri ^x"1), la moltiplicazione il 
prodotto tensoriale ® = ®cZx7 (oppure ®èXx7) ed il push-forward il funtore di 
immagine diretta propria per fasci Rq2ì (oppure per (D-moduli q2\). In altre parole, 
sia Dò(Cx) (risp. D6(G)Z)) la categoria derivata dei complessi di fasci di C-spazi 
vettoriali (risp. (©-moduli) a coomologia limitata: dati K eOb(D6(Cxxy)) e 
9t e Ob(D6 (6DZxy)X sono definiti dei funtori 

<^:D 6(CZ)^DÒ(CF) , ®K{F)=Rq2l(K®ql-
1F), 

&x:T>b((Dx)^Db((DY)y ^ (3K) = toWOé^gT1^, 

e dei funtori simili (che denoteremo con gli stessi simboli) nelle direzioni opposte. 
Se X è un (DXxr-modulo «olonomo regolare» (nozione che generalizza quella, in 
una variabile complessa, di (D-modulo associato ad equazioni differenziali ordina-
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rie a singolarità regolari), e 

K = RXom(ÙXxYOi,0XxY) 

è il complesso («perverso» alla Deligne) delle sue soluzioni olomorfe, nel caso che 
X e Y siano varietà analitiche complesse compatte di dimensione dxe dY, si dimo­
strano le seguenti formule d'aggiunzione (vedi [2]), che legano le soluzioni glo­
bali di un (D^-modulo a quelle del suo trasformato: per ogni «(©^modulo» 
3KeOb(Dò(63z)) e ogni «fascio su F» GeOb(Dò(CF)) vale 

RHom{Dz(^, <PK(G)®Ox)~RRomQY(&xW\ G 0Y)[-dx] 

RRom^DìlfiXom^ K(G\Ox)) - R H o m ^ ^ W ) , RMom(G, 0Y))[ - dx+ 2dY]. 

Queste formule racchiudono in sé un approccio alle trasformazioni integrali in cui 
il problema analitico (calcolo di <Px(Dll)) ed il problema geometrico (calcolo di 
0K(G)) sono separati. Differenti scelte del fl)-modulo DUI e del fascio G conducono 
a differenti problemi di trasformazioni integrali tra X e Y. 

In questa tesi ci occupiamo del calcolo della trasformata di una classe partico­
larmente semplice di <3)-moduli, nel quadro delle varietà di Grassmann. 

2. - La trasformata di Radon-Penrose generalizzata. 

Dati due interi n^3 e 1 ^p^n-2, siano V—Cn + Ì uno spazio vettoriale 
complesso di dimensione n + 1, P lo spazio proiettivo di V, G la varietà 
di Grassmann dei (p + 1 )-sottospazi lineari di V, e F = {(x, y) eP xG: xcy} 
la flag manifold di tipo ( 1, p + 1 ). Le varietà P e G sono analitiche complesse 
e compatte, di dimensione ne (p + l)(n — p). La sottovarietà complessa chiusa 
(n - p)-codimensionale F di P x G induce una trasformazione integrale geo­
metrica tra I = P e 7 = G : i funtori saranno <PCF[^n + p] e &%F, ove CF è 
il fascio costruibile su P x G associato a F e ffiF è il QF x G"m°dulo olonomo 
regolare delle iperfunzioni olomorfe lungo F (si noti che 
R SCom^ x G(£BF , ©p x G) — CF [ - n + p]). Considerata la «corrispondenza» 

f Q 

P<^F^>G, 

ove f e g sono le restrizioni ad F delle proiezioni qx e q2, vale 3>cF(') — dJ~l(') 
e ^%(') — 9f~x(')- Si tratta di un quadro geometrico studiato da molti autori, 
sia nel caso complesso (Eastwood-Penrose-Wells, D'Agnolo-Schapira...) che 
reale (Radon, John, Gelfand et al.,...). Dato AeZ, sia 0p(A) il fibrato olomorfo 
in rette su P ottenuto dalla A-esima potenza tensoriale del fibrato tautologico 
(in effetti, tutti i fibrati in rette su P sono di questo tipo, a meno di isomorfismo), 
e sia <53p(/l) = (DP(8)0pOp(A) il 63P-modulo localmente libero di rango 1 associato. 
Si prova che la corrispondenza induce microlocalmente una trasformazione 
di contatto «a parametro olomorfo»; usando i risultati di [2, J.F.A.] ed esibendo 
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sezioni «nondegenerate» che quantizzano tale trasformazione, si prova che: 

TEOREMA 1. - Per ogni A ^ —p - 1 il trasformato <£<sF(£Dp( —k)) è concentra­
to in grado zero, ed è il (DG-modulojissociato ad un certo operatore differenziale 
(detto «ultraiperbolico») Px: XÀ-*Xx agente tra le sezioni di certi fibrati vetto­
riali Xx e Xx su G: ovvero, c'è una sequènza esatta di 0)G-moduli (ove P* è l'ope­
ratore trasposto di Pk) 

®G®OG^^®G®OGX%^®<BF((DT>ì-V)^0. 

La descrizione dei fibrati Xx e XÀ e dell'operatore PÀ è piuttosto complicata: essi 
possono essere visti ad esempio anche in [1, cap. 9]. Questo risultato apparirà in 
[3, cap. 9] in forma generalizzata e con varie applicazioni, ottenute dalle formule 
d'aggiunzione con diverse scelte di fasci G su G. 

3. - La dualità di Grassmann. 

Dati due interi n^2 el ^p^ n/2, siano V— Cn uno spazio vettoriale comples­
so di dimensione n, G la varietà di Grassmann dei p-sottospazi lineari di V, G* la 
varietà di Grassmann duale degli in — p)-sottospazi lineari di V, 

Q= {ix, y)eGxG*:xr\y = 0} 

l'aperto denso delle coppie generiche ed S = (GxG*)\& l'ipersuperficie com­
plessa singolare, che ha una stratificazione di Whitney fatta dalle sottovarietà lo­
calmente chiuse Sj = {ix, y) e G x G* : dim ix fi y) =j} (ove j = 1, ..., p). 

Considereremo la trasformazione integrale tra X = G e Y = G* determinata 
da Q, ovvero i funtori <PCQ e @$Q, ove CQ è il fascio costruttibile su G x G* asso­
ciato a Q e £BQ è il (DG x G*-modulo olonomo regolare delle funzioni meromorfe a 
polo su S (si noti che RXom(DGxG,i$Q, 0Gx G*) — C^). Usando le proprietà geome­
triche di Q (in particolare, si osservi che per ogni y e G*, G^= {xeG: xdy = 0} 
è una carta affine di G), proviamo che: 

TEOREMA 2. - Il funtore 

<2>c,:Dò(CG)^Dò(CG*) (risp. ^ : Dò(fl)G)^Dò(0)G*)) 

è un'equivalenza di categorie, che induce equivalenze tra le sottocategorie piene 
degli oggetti a coomologia R- o C-costruttibile (risp. coerente o olonoma 
regolare). 

Anche per le varietà di Grassmann denoteremo con 0G(A) (con A E Z) il fibrato 
olomorfo in rette su G ottenuto dalla -Aesima potenza tensoriale del determi­
nante del fibrato tautologico, e con G)G(A) = ©G®oG0G(A) il <33G-modulo localmente 
libero di rango 1 associato. In questo caso, la corrispondenza induce microlocal-
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mente una trasformazione di contatto tra due aperti densi di JT*G e T*G*; usando 
ancora la tecnica delle sezioni «nondegenerate», la teoria delle ò-funzioni (Sato, Ber­
nstein, Kashiwara) e l'equivarianza della corrispondenza rispetto all'azione del 
gruppo SL(V), si prova il seguente risultato, che era stato congetturato, in forma un 
po' diversa, nella parte finale della tesi e che generalizza [2, Duke]: 

TEOREMA 3. - Si ponga X * = — n — X. Per ogni X^ - n + p vale 

*af l(fflG(-A))«(»G'(-**)-

Applicando allora le formule d'aggiunzione, per ogni i^eOb(D6(CG)) ed ogni 
-n + p^X^ —p vale 

RnG;F®OG(A))«RnG*;0C f l(^)®OG*W*))[p(w-p)], 

Rr(G; RXom(F, 0G(A))) - Rr(G*; RXom(&Co(F), 0G*tt*)))[-p(n-p)]. 

I risultati di questa sezione, con diverse applicazioni, sono stati annunciati in [5, 
C.R.A.S.] ed appariranno in [5, Ann. Ecole Norm. Sup.]. 

Gran parte di questa ricerca è stata svolta presso l'Université Paris 6 con la 
supervisione di Pierre Schapira, che desidero ringraziare per l'attenzione ed i nu­
merosi consigli che mi ha riservato. Per gli stessi motivi, sono riconoscente anche 
ad Andrea D'Agnolo, Masaki Kashiwara e Giuseppe Zampieri. 
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