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Teoremi di confronto di tipo Harnack per funzioni armoniche
in domini con frontiera holderiana.

FAUSTO FERRARI

1. — Introduzione.

I risultati relativi al comportamento delle funzioni armoniche positive che si
annullano alla frontiera in domini limitati £ c R” trovano applicazione nei teoremi
di tipo Fatou, nei problemi di Dirichlet e Neumann con dati L?, [1], [10] ed inoltre
giocano un ruolo nella teoria della regolarita nei problemi di frontiera libera, [4], [5].

In particolare sono di primaria importanza i teoremi di tipo Harnack, vale a di-
re quei risultati in base ai quali e possibile affermare che le velocita con cui le fun-
zioni armoniche positive si annullano alla frontiera sono tra loro confrontabili e la
proprieta di duplicazione della misura armonica, cioe il fatto che due dischi con-
centrici alla frontiera hanno misura armonica equivalente. Da questo punto di vi-
sta il ecomportamento delle funzioni armoniche in domini lipschitziani, o pit1 in ge-
nerale in domini non tangenzialmente accessibili (N.T.A.), & stato ampiamente ed
esaurientemente studiato nei lavori di Hunt e Wheeden [8], Dahlberg [7], Ancona
[1], Caffarelli, Fabes, Mortola e Salsa [6] e Jerison e Kenig [9] per operatori uni-
formemente ellittici in forma di divergenza a coefficienti limitati.

Per esempio, quando la frontiera 02 di un dominio limitato 2 & localmente il
grafico di una funzione lipschitziana di costante L >0, posto xedQ, reR™,
Bw,T: {yERn: ”?/ —.’XI” <Ir}’ Dm,rz 02N By o r= LNB,; ,, Ax,rezm,w
4, . — «f = O(r) e dist (A, » 92) = O(r) per r—0, si ha il seguente teorema di
Harnack alla frontiera.

TEOREMA 1. — E'sistono due costanti positive c(n, L) e ry rispettivamente tali
che se Au=0,in 2, up, ,,=0edv=0,1in 2, vp, , =0, allora per ogni 0 <r <r,
e per ognt yeX, ,,

u(y) scu(A“) .
v(y) u(A,, )

Inoltre vale la seguente formula di duplicazione della misura armonica Q%.

TEOREMA 2. — Esistono due costanti positive, rispettivamente c(n, L) e v, tali
che per ogni 0 <r<rm, e per ogni ye 2\X, 3,

Q6(Dy, ;) < cQ%(Dy, ).
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A questo proposito sottolineiamo come in un dominio £, la cui frontiera 92 ¢
localmente data dal grafico di una funzione lipschitziana di costante L, sia possibi-
le individuare per ogni Q € 92 e 0 <r <1, con 7, opportuno, un punto A, , £
tale che C(M)r < ||Aq,,— Q|| <r e dist (Aq, ,, R) > C(M) r, con C(M) costante
positiva, perché un cono di vertice V viene mutato da ogni omotetia di centro V'
nello stesso cono, tale proprietd e alla base della caratterizzazione degli spazi
N.T.A., [9]; al contrario, i domini la cui frontiera é localmente il grafico di una fun-
zione holderiana di ordine a €]0, 1[ e costante M in generale non soddisfano un’a-
naloga condizione, poiché i coni devono essere sostituiti da cuspidi algebriche.
Inoltre, a differenza dei domini lipschitziani, non e detto che i punti di una fron-
tiera holderiana siano regolari per il problema di Dirichlet. La generalizzazione
dei teoremi di tipo Harnack alla frontiera per domini hélderiani € contenuta nei
lavori di Bafiuelos, Bass e Burdzy, [4], [5], i quali hanno dimostrato con metodi
probabilistici un principio di Harnack alla frontiera per operatori uniformemente
ellittici in forma di divergenza a coefficienti limitati.

In questa nota forniremo alcune indicazioni relative alla dimostrazione non
probabilistica del principio di Harnack alla frontiera che & conseguenza di un ri-
sultato, il cui corollario immediato & 'equivalente locale della formula di duplica-
zione, in base al quale & possibile fornire una stima della misura armonica, relati-
va ad opportuni insiemi cilindrici, di porzioni disgiunte della frontiera. Le fun-
zioni armoniche sono intese come soluzioni alla Perron-Wiener-Brelot di un corri-
spondente problema di Dirichlet; in questo senso la soluzione alla Perron del pro-
blema di Dirichlet Au = 0 in Q, u 50 = x p valutata per x € 2 & la misura armonica

S (P) dell'insieme P, misurabile secondo Borel, valutata in .

2. — Notazioni principali e risultati.

Sia I': R""!'—R una funzione hélderiana di esponente a €]0, 1[ (cioé esiste
M > 0 tale che per ogni %, § e R"~ !, |I'(@) — I'(%) | < M||Z — %||*) e supponiamo che
localmente il grafico della funzione I' coincida con una porzione di frontiera del
dominio Q. Per ogni xe 2, (&, %) eR* ™! x R, 7, b numeri positivi, indichiamo con

A@,r,b)={ye: TG <y <T@ +b,||j-z|<r}

il cilindro ottenuto per traslazione della frontiera di 2 di asse y = &, raggio r, al-
tezza b e frontiera laterale

FNA @, b,r)={yedA (x, b,7):|y—%|=r}.
Definiamo inoltre
& A (x,2b,27) =0A (x,2b, 2r)\(0RQ U & A (x, b, 27)) .

Il principio di Harnack alla frontiera per domini hélderiani pud essere cosi
enunciato.
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TEOREMA 3. — Stano r = b numert reali positivi, x € 2, u e v due funzioni ar-
moniche non negative in QcR" che st annullano nei punti regolari di
dN (x,6b,6r)N A (x,6b,67r) ed inoltre lLimitate in wun intorno di
A (x,6b,67)N A (x, 6b, 67). Allora esiste una costante c(b, r) >0 tale che
per ogni y,ze A (x, b, r)

w(y) _ u@)
Wy )
Alla base di questo risultato troviamo una stima da sotto del rapporto

per ye A (x, b, r) (dove % & una qualunque funzione armonica soddisfacente le
condizioni del principio di Harnack e Go(y, #) la funzione di Green dell’insieme 2
di polo z fissato sufficientemente lontano da x) conseguenza del seguente teore-
ma a cui abbiamo gid accennato nell'introduzione.

TEOREMA 4. — Siano b < r numeri positivi e x € Q. Esiste una costante positi-
va c(b, r) tale che per ogni ye A (x, b, r)
wyA(w,Zb,Zr)(as A (x,b,2r) < cwyA(w,Zb,Z'r)(ag A (x, 2b,27)).

La dimostrazione, piuttosto laboriosa, si differenzia sostanzialmente da quella
ottenuta con metodi probabilistici per il modo con cui si perviene al seguente ri-
sultato di cui daremo, per semplicitd, un cenno della prova solo per il laplaciano.

LEMMA 1. — Esiste una costante positiva ce (0, 1) tale che per ogni
ye A (x, b, b)

0% @, 5,1 (& A (x, b, 1) <c",
dove x e 2 mentre 7, b sono due numeri reali positivi e »=kb, k=1, keN.
DIMOSTRAZIONE. — Sia
Fy={2eQ:2<I(Z)+b}

e per ogni w e F, definiamo Q(w, 2b, b) = {yeR": |y—w|<b, |y —w| <2b}.
Per ogni y e A (x, b, r) poniamo u;(y) = 2% (o, », ) (8° A (&, b, kb)), mentre per
ogni y € Q(w, 2b, b) sia hy,(y) = L%, 25, 5 Fp N OQ(w, 2b, b)). La misura armo-
nica e la misura di superficie sono mutuamente assolutamente continue, perché
Q(w, 2b, b) & un dominio lipschitziano, [6], pertanto

0 < sup h,(w)=c; <1.
WEFI,

Dal principio del massimo che segue We A0, b, k-1 1) < Pp—1 0 A (0, b,(k—1)D),
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con p;_; soluzione del seguente problema di Dirichlet:

Ap, () =0, A(0,b,(k-1)b),
{ Pr—11500,0,0-10 = CLX& A©,b,G(~1)b)-
Infine, per ogni ye A (0, b,(k—1) b)
e (Y) < Pi-1(y) = 1w 1(y)
quindi iterando il procedimento otteniamo che per ogni y e A (0, b, b),

u(y) <cf. m
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