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Genericità dell'iperbolicità nei sistemi differenziali lineari 
di dimensione due. 

ROBERTA FABBRI 

Nella tesi di dottorato è stato studiato il problema della genericità del com
portamento iperbolico per sistemi differenziali di dimensione due con coefficienti 
quasi periodici definiti sul toro Tk con k ^ 3. Per valutare tale comportamento si è 
preso in esame: 

i) la positività dell'esponente di Lyapunov associato a tali sistemi; 
ii) l'esistenza di una dicotomia esponenziale (D.E.) per le soluzioni di tali 

equazioni. 

Nella tesi vengono studiati entrambi gli aspetti di tale comportamento iperbo
lico e vengono ricavati per essi alcuni risultati. 

Rilevanti per questa tesi sono stati i lavori di Millionscikov e dei suoi collabo
ratori [6] [7] [8] e particolarmente quelli in cui viene trattata la dimostrazione 
dell'esistenza di equazioni differenziali quasi periodiche di dimensione due che 
ammettono esponente di Lyapunov positivo ma non D.E., ed altri in cui viene 
trattata l'instabilità di questo fenomeno. Da citare pure i risultati di Mane [4] [5] 
che ha trattato l'iperbolicità dell'applicazione tangente relativa ad un diffeomorfi-
smo C1 su una varietà di dimensione due. 

Ricordiamo infine i lavori [2] [3] di R. Johnson: in [2] viene dimostrata la ge
nericità della D.E. per equazioni differenziali lineari e Hamiltoniane di dimensio
ne due, quasi periodiche con due frequenze fondamentali; in [3] si fa vedere come 
il problema della genericità della D.E. sia strettamente collegato al fenomeno 
dello spettro di Cantor per l'operatore di Schròdinger quasi periodico. 

Motivata dai lavori suddetti e da [1] mi sono occupata di sistemi differenziali 
lineari di dimensione due con almeno tre frequenze fondamentali; si fa notare co
me la presenza di tre frequenze ponga delle difficoltà non presenti nel caso 
k = 2. 

In dettaglio si è considerato un sistema del tipo: 

(1) x' =A(rip(y;))x 

con x e R 2 , A: Tk-^sl(2; R) di classe Cr con r ^ 0 e rt: Tk-»Tk rotazione quasi 
periodica sul toro Tk definita da: 

(2) rt(V0 = V + yt> V e T \ £eR , yeRk. 

Quello che si vuole trattare è l'iperbolicità del cociclo associato al problema dato, 
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cociclo che è dato dalla matrice fondamentale delle soluzioni generate dalle equa
zioni differenziali considerate. 

Notiamo come il concetto di D.E. per le soluzioni di un sistema differenziale 
sia legato allo spettro dell'operatore autoaggiunto H^ associato al problema 
assegnato. 

Si prenda 

(3) x' = A ( T t W + ET) x 

/0 - 1 \ 
con È £ R e / = l e si consideri il problema spettrale associato 

HyX=Ex 

dove H1/) = J~l[d/dt—A(ip + yt)] indica l'operatore autoaggiunto in L2(R, R2) 
corrispondente al problema considerato. 

Si ha che ^ e C è nel risolvente di Hy<z> le equazioni che determinano il siste
ma (3) ammettono una D.E.[2]. 

Per arrivare ai risultati proposti nella tesi ci si è occupati anche dello studio 
del segno dell'esponente di Lyapunov fi = /3(E) associato al sistema (3). 

Se esiste D.E. per un valore E = E * per il sistema x' = (A + EJ) x si ha che 
/3(E * ) > 0. Il viceversa non è in generale vero come provano i lavori di 
Mane. 

Indicato con Te R^ l'insieme dei vettori delle frequenze razionalmente indi
pendenti e con Cr l'insieme Cr(Tk, sl(2; R)) costituito dalle funzioni di classe Cr 

definite su Tk a valori nell'algebra sl(2; R), si ponga Wr = Tx Cr. I risultati fon
damentali mostrati sono i seguenti: 

TEOREMA 1. - Sia r e [ 0 , oo). L'insieme {w= (y, A) <=Wr\ l'esponente di 
Lyapunov /?(y, A) del sistema xf =A(ip+.yt) x (ipeTk) è positivo} è denso in Wr. 

Notiamo che qui r può assumere qualsiasi valore finito, mentre in passato il 
caso r ^ l non era stato mai considerato. 

Definiamo ora: 

Dr = {w e Wr | x
f = A(ìp + yt) x ammette una D.E. per un punto xp e Tk 

(e dunque V^eT k )} . 

Si ha allora: 

TEOREMA 2. - Consideriamo 0 ̂  r < 1. 
Esiste un sottoinsieme residuo W*cWr con la seguente proprietà: se w = 

(y, A) e W*, allora il sistema x' =A(ip + yt)x ammette una D.E. oppure l'espo
nente di Lyapunov associato /3(w) è uguale a zero. 

Abbiamo infine 
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TEOREMA 3. - Sia r = 0. L'insieme D0cW0 è aperto e denso in W0. 

I metodi usati nella tesi derivano dalla Teoria Ergodica, dalla Dinamica Topo
logica, dall'Analisi Funzionale e dalla Teoria delle Equazioni Differenziali. Come 
strumento privilegiato di indagine è stato usato il numero della rotazione associa
to al problema dato sfruttando le proprietà del quale si sono avute informazioni 
riguardo lo studio del problema spettrale equivalente al sistema considerato. 
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