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La matematica nella Società e nella Cultura 
Bollettino U. M. I. 
(8) 1-A Suppl. (1998), pag. 105-108 

Su alcune questioni di omogeneizzazione: 
formule di rappresentazione, domini perforati, 

funzionali non limitati. 

CIRO D'APICE 

La teoria dell'omogeneizzazione risulta uno strumento utile per l'approssima
zione di modelli relativi a materiali aventi un alto grado di complessità, mediante 
altri modelli descriventi opportuni materiali, dedotti da quelli iniziali ed in gene
rale più semplici da trattare, soprattutto al fine di un calcolo esplicito dei parame
tri e delle quantità incognite descriventi gli stessi (in genere soluzioni di problemi 
varazionali o equazioni differenziali). 

Nella tesi sono stati esaminati alcuni modelli matematici che hanno una com
plessità rappresentata dalla dipendenza da un parametro (tendente a zero o a 
+ oo ), dipendenza presente nel funzionale, nell'equazione e/o nella definizione del 
dominio in cui è posto il problema. 

Il modello più interessante è costituito da un esempio che illustra un fenome
no di «interferenza» nello studio asintotico delle soluzioni dell'equazione di La
place in un aperto Q periodicamente perforato. 

Una descrizione sintetica del fenomeno è la seguente (per semplicità la di
mensione dello spazio è N^S). 

Si consideri un aperto limitato QcRN, si fissa un parametro e > 0, si «retico
la» R^con piani ortogonali agli assi coordinati e distanziati di £, ottenendo una 
partizione di R^ in cubi essenzialmente disgiunti (celle). 

Si considerino le «celle» contenute in Q e in ognuna di esse si produca, in mo
do periodico, un «buco» sferico di raggio r^e) = a-eN/N~2

y a>0. 
In ogni cella suddetta si produca inoltre, sempre in modo periodico, un secon

do «buco», questa volta cubico (ciò tornerà comodo sia per la dimostrazione, sia 
per ricordare il ruolo diverso dei due buchi) di lato r2(e) = b-eN/N~1, b>0 (quindi 
molto più grande del buco precedente). 

I buchi sferici siano disposti in prossimità dei centri di una delle facce dei cubi 
corrispondenti, con il centro a una distanza d£ = Àa-eN/N~2 della faccia stessa 
X > 1 ) cioè i buchi non si intersecano). 

Siano: B£ l'unione dei buchi sferici; C£ l'unione dei buchi cubici; C un cubo di la
to 6;/una funzione data in L2(Q)\ g una funzione data in L2(dC); g£ la funzione 
che si ottiene da g mediante periodizzazione e cambiamento di variabile in modo 
che assuma i valori di g sulla frontiera di ogni cubetto in C£. 
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(1) 

Allora si prova facilmente che: 

~Au=f Q\(BEUCE) 

u<=H1(G\(BEUCE)) 

u = 0 su dQU dBE 

du 

dn 
= gE su dCE 

ha una ed una sola soluzione vE. 
Utilizzando procedimenti noti le soluzioni vE possono essere prolungate su tut

to Q in modo tale che 

(2) \\PeVe\\HHO) ^ C|I^^IIL2(^\5£UC£) 

dove PevE indica il prolungamento e la costante e non dipende da e. Si vuole allora 
studiare il comportamento della successione {PevE} (al tendere di £ a zero). 

Si osservi che se non vi fossero i «buchi» cubici CE è noto che la successione 
{PevE} convergerebbe debolmente in HQ(Q) verso la funzione v soluzione di 

(3) 
—Av + piv=f 

v<=H<$(Q) 

dove JU è il cosidetto «terme étrange» che in generale è in # _ 1 ( & ) ; tuttavia nel 
caso studiato pi- SN(N - 2 ) an~2 è una costante (SN è la superfice della sfera uni
taria di Rn) che rappresenta la capacità armonica di una sfera di raggio a in Rn. 

Se viceversa non vi fossero i buchi sferici BE è noto che la successione {PevE} 
convergerebbe debolmente in H$(Q) verso la funzione v soluzione di 

(4) 
-AV=f+Cg 

veHè(Q) 

dove la costante cg dipende dal valore principale di g su dC. 
Nel caso in esame viene provato che la successione {PevE} converge 

debolmente in HQ(Q) verso la funzione v soluzione di 

(5) 

1 , , 

dove la costante ju' rappresenta la capacità armonica di due sfere di raggio 
a i cui centri hanno distanza 2Xa>2a, pertanto ju<pt' <2/u. Nel problema 
finale risultano così presenti sia il termine di «flusso» cg derivante dalla 
presenza dei buchi cubici CE sia un «terme etrange» ju ' derivante dalla presenza 
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di buchi sferici Beì ma quest'ultimo risulta essere modificato ed energeticamente 
meno rilevante di quello che si determina in assenza dei buchi Ce. 

Un'altro problema esaminato è quello del comportamento asintotico, al diver
gere di heN, per ogni sottoinsieme aperto limitato Q di R%, fi in Ll(Q), delle so
luzioni del problema 

mh(Q, fi) =min 
J f(hx, u, Du) dx + J fiudx :u Lipschitziana 

Q Q 

u = 0 su dQ, \Du(x)\ ^cp(hx) per q.o. x in Q^ 

feeN, 

Si prova, sotto opportune ipotesi, che se {uh}heN è una successione di soluzioni 
del problema precedente allora la sottosuccessione convergente di {uh}heN con
verge alla soluzione del problema 

ma,(Q, fi) =min < 

dove /a, è definita come 

/«,(«, z) =min 

//.C u, Du) dx + / > u dx: 

ji Lipschitziana, u = 0 su dQ^ 

J f(y,8, z + Dv) dy : v Lipschitziana, v]0, l[n 

io, ir 

periodica, \z + Dv(y)\^q)(y) per q.o. 2/ ì>n ]0, I P 

(dove si è assunto nell'ultima uguaglianza min 0 = + 00 ). 
Viene anche analizzato nel contesto del fenomeno di Lavrentieff il seguente 

problema di Dirichlet: 

mi(Q,fi) 

= inf « 
ff(hx,Du)dx +f fiudx lueW^HQ) (u^Cl(Q) sep = 'cl') 

^ = 0 su 9fl, |Z%(x) | ^ $?(/&#) per g.o. x in Q 

dove 42 è un sottoinsieme aperto limitato di Rn con frontiera Lipschiziana, fi è in 
Ll(Q), p è in ]n, + <x>] 0 p = f ci'. 

Si prova sotto opportune ipotesi che 

lim {mf»(Q,fi)}h.N = ni%om(Q,fi) = 
h—> + 00 

J ./?om (Du) dx + J fiudx: 
= inf 

MeW 1 , p ( f l ) (MeCHfl) se p = ' c l ' ) ^ = 0 su SO, 
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dove flom è una funzione convessa da Rn a [0, + oo] definita da 

\Jf(y9z + Du)dy:u^Whp(Y) (u<=CHY) s e p = 'c l ' ) , -

u Y-periodìca, \z + Du(y) | ^ cp(y) q.o. in Y 

fgom(z) = inf 

(si assume inf 0 = + oo ). 
È possibile verificare con alcuni esempi che la funzione f£om realmente dipende 

da p. 
Infine si studiano alcuni problemi di omogeneizzazione, per e che tende a zero, 

di una classe di funzioni a valori matriciali di ordine (n + p) x (n + p) del tipo 
j~±.\ju, ju /&/, ciove jo v^i > ••• ? ^m v^n +1 ì ••• 5 *̂ /9̂  + T) / • -^ e x — ^X^, ••• , v^n) ^ 

R™, con n ^ 1. Questo tipo di problemi nasce, in particolare, dallo studio del com
portamento asintotico di alcuni problemi ellittici di trasmissione in domini sepa
rati da una frontiera oscillante. In particolare si ottiene la rappresentazione della 
matrice omogeneizzata. 

Nella bibliografia seguente vengono segnalati solo quegli articoli dai quali più 
direttamente è stato ispirato il lavoro svolto nella tesi, pur non contenendo essi in 
generale i risultati attualmente più avanzati nei rispettivi soggetti. Per comple
tezza viene data l'indicazione di un volume che ha una bibliografia assai vasta sul 
tema dell'omogeneizzazione. 
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