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Problemi semilineari ed integro-differenziali per Sublaplaciani.

ALESSANDRA CUTRI

La tesi riguarda lo studio di problemi differenziali semilineari ed integro-dif-
ferenziali associati ad alcuni operatori ellittici degeneri (di tipo subellittico): i co-
siddetti sublaplaciani su gruppi di Lie stratificati, i.e. operatori della forma

m
L: EXiZ
i=1

dove i campi X; generano 'algebra di Lie dei campi vettoriali invarianti a sinistra
rispetto all’azione o di un gruppo stratificato (G, o).

Questi operatori assumono su (G, o) lo stesso ruolo giocato dall’operatore di
Laplace 4 su (R", +). Peraltro, se G=(R", +), Poperatore L & l'operatore di
Laplace. In generale L non & un operatore uniformemente ellittico. Tuttavia, es-
sendo G un gruppo stratificato, i campi X; verificano la condizione di generazione
di Hérmander e di conseguenza L & un operatore subellittico.

Tra questi operatori assume un ruolo primario il laplaciano di Kohn-Heisen-
berg A g» (vedi [11]), sublaplaciano sul gruppo di Heisenberg H™ := (R2"*1, o)
con o definita da

n
Egob= (96‘4'900, Y+ Yo, b+t +2 ,El(xi?loi_?/ixoi)),
Fon

con &= (x, y,t) = (X1, ..., T, Y15 -5 Yu, ) e RZ**1 In tal caso i campi X; sono
definiti da:
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per i=1, ..., n e 'operatore
& & &
A= 2 X2 = Z—+— 4y, — du + 4R+ yP) —
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Tale operatore costituisce uno dei piti importanti esempi di sublaplaciano in quan-
to interviene nello studio di varieta CR modellate su H" ed é stato studiato in det-
taglio da molti matematici. In particolare, vorrei citare Jerison che si & occupato
di regolarita di soluzioni ’81, e con Lee ha affrontato il problema di Yamabe su va-
rietd CR (vedi [10]) e Garofalo-Lanconelli che in [7] hanno studiato aleuni proble-
mi semilineari.

Nella prima parte della tesi, dopo aver dimostrato un teorema di Liouville li-
neare per i sublaplaciani che afferma che le uniche funzioni limitate e L —armoni-
che su G (i.e. tali che Lu = 0) sono le funzioni costanti, analogamente a quanto ac-
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cade per le funzioni armoniche, si provano alcuni teoremi di tipo Liouville per
problemi semilineari. Per il problema modello

@ u=z0, Lu+u*<0 in G,

il teorema di Liouville dimostrato asserisce che se 1 <a < Q/Q — 2, (ove Q ¢ la di-
mensione omogenea di &), 'unica soluzione & u = 0. Si stabilisce inoltre che la li-
mitazione superiore dell’esponente a € ottimale per la disequazione. Questo tipo
di risultati viene esteso anche ad una classe di operatori ellittici degeneri che non
rientrano nella tipologia dei sublaplaciani su gruppi di Lie stratificati non essendo
invarianti a sinistra rispetto ad alcuna azione di gruppo su R". L’esempio piu signifi-
cativo che si considera e 'operatore di Grushin definito in R" = R? x R? da

=1 axiz

S S
@) L= E — 4+ |w|2k2 o con keN, (x,y)eRPXR1.
i=1 oY

Tale risultato per I'operatore di Laplace A e nel caso dell’equazione & stato stabi-
lito da Gidas e Spruck in [9].

Per il laplaciano di Heisenberg vengono dimostrati anche altri teoremi di
Liouville non lineare relativi ai semispazi e a particolari coni usando tecniche si-
mili a quelle del lavoro di Berestycki, Capuzzo Dolcetta e Nirenberg riguardante
il laplaciano, vedi [1] . L’upper bound dell’esponente a in questo caso dipende dal
semispazio che si considera. In particolare, & lo stesso per i semispazi {x; =0} e
{y; =0} ma & diverso per il semispazio {t =0}, come appare ragionevole osser-
vando che la direzione individuata dall’asse ¢ gioca un ruolo diverso. La validita di
tali teoremi prescinde dal comportamento all’infinito delle soluzioni ed in questo
si differenzia da risultati di non esistenza provati da N. Garofalo e E. Lanconelli
in [7] che, essendo basati sull’identitd di Rellich-Pohozaev, richiedono condizioni
globali di sommabilita per la soluzione e per il suo gradiente.

I teoremi di Liouville consentono di dimostrare stime a priori, nella norma
L=, per le soluzioni e I'*(2)NC(Q) (I'* & lo spazio di Holder-Stein) di

. {uzo, Agnu+fE, u)+7=0, in Q,

u=0 su 09,
quando la nonlinearita f soddisfa:
Q-1
Q-2’
QY i={E:ME>0}=0, ={E:WE=0}N3R=0, V(E) =0, VEeT .

f(E, s) =h(E)s* per s grande, con 1 <a< (Q=2n+2) heC?*(Q),

Tali stime, che dipendono da Q e da a ma sono indipendenti dalla costante
7>0 e da u, sono ottenute con una tecnica di blow-up opportunamente adattata
alla struttura naturale di H”. Una tecnica simile per dimostrare stime a

N

priori nel caso uniformemente ellittico & stata usata da Gidas e Spruck in



PROBLEMI SEMILINEARI ED INTEGRO-DIFFERENZIALI ECC. 103

[9] per problemi con nonlinearitd positiva e da Berestycki, Capuzzo Dolcetta
e Nirenberg in [1] per nonlinearita di tipo indefinito.

Rispetto al caso uniformemente ellittico, in questo ambito si presentano delle
difficoltd dovute alla presenza dei punti caratteristici (quando i centri del blow
up tendono ad un punto caratteristico per l'insieme di livello della funzione ¢ che
descrive 3R o I cioé ad un punto &, che verifica X; (&) =0 peri=1, ..., 2n.)
paragonabili allo studio di problemi uniformemnte ellittici su domini con punti co-
nici. Queste difficolta vengono superate utilizzando la seguente condizione su 02
e sull'insieme degli zeri I" della funzione h:

V% @(€,) semidefinita positiva in ogni punto caratteristico &,

ove V4 ¢ denota la matrice «Hessiana» di ¢ rispetto ai campi vettoriali X;.
Mediante il blow up si giunge ad un problema tipo

v=0 Agwv+a&)v*=0in D

dove D & un semispazio o I'intero spazio e si ottiene la stima utilizzando uno dei
teoremi di Liouville precedentemente dimostrati.

Tali stime a priori e dunque i teoremi di Liouville permettono di dimostrare un
teorema di esistenza di soluzioni negli spazi di Holder-Stein del problema
semilineare

u>0, Agnu+f(E,u)=0 1in Q,
u=0 su 09,

sotto l'ulteriore ipotesi f(&, 0) =£,(&, 0) =0 utilizzando la teoria del grado topo-
logico. Problemi semilineari associati al 4 i sono stati affrontati precedentemente
da Garofalo e Lanconelli in [7] relativamente a nonlinearita positive e verificanti
un’ipotesi di struttura di tipo Rabinowitz che consente di applicare tecniche tipo
Mountain Pass per dedurre l'esistenza di soluzioni deboli.

L’ultima parte della tesi riguarda lo studio di un problema integro-differen-
ziale sul gruppo di Heisenberg. Pili precisamente, accanto al Laplaciano di Hei-
senberg, generatore di un processo di diffusione, come dimostrato da Folland nel
’81, vengono definiti opportunamente operatori integro-differenziali che simulano
processi di diffusione con salto su tale gruppo. Usando metodi analitici, vengono
generalizzati alcuni risultati validi per gli operatori uniformemente ellittici, stabi-
liti da Bensoussan, J.L. Lions nell’81 e successivamente da M.G. Garroni e J.L.
Menaldi nel ’92 per salti non costanti, vedi [8]. In particolare, viene dimostrata
esistenza, unicitd e regolarita ottimale negli spazi di Sobolev-Stein per la soluzio-
ne del problema al contorno:

—AHnu_IHu‘Flu:f in Q
u=0 su 082,

dove Q & un dominio convesso rispetto ai campi X;, fe L2(2), A =0 & un parame-
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tro e Iy e Voperatore integro-differenziale:

Tyg(&) = f[w(& oJ(&, ) — @(&) = J(&, &) Vu p(®)] m(&, §) m(dE)
F

dove j(&, ¢) sono salti opportunamente adattati all’azione di gruppo. A tal fine,
viene dimostrato un lemma analogo al lemma delle traslazioni di Nirenberg che
consente di determinare una stima a priori della soluzione.

Gli argomenti esposti nella tesi di dottorato sono in parte pubblicati sui lavori
[2,3,4,5,6] ai quali si rimanda per maggiori dettagli e riferimenti bibliografici.
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