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Due criteri di unicith e convergenza del metodo di Picard
per equazioni differemziali ordinarie.

di Rosa Maria BrancHINI (Firenze) (*)

Summary. - Two criteria for the convergence of successive approximations
(and for the uniqueness) of solutions of an ordinary differential equa-
tion are given, using the comparison method.

L - Il cosidetto metodo di confronto costituisce una delle tec-
niche piu usate nella teoria delle equazioni differenziali ordinarie,
non solo per lo studio della stabilith delle soluzioni e delle loro
proprietd asintotiche in genere, [1], ma anche per altre questioni
quali quella dell’unicitad [2]. Non sembra tuttavia che tale metodo
sia stato usato finora con successo nel problema della convergenza
delle iterate di PICARD e lo scopo di questa nota & appunto quello
di provare due teoremi che portano un contributo a tale questione.

TeoremA 1.

Sia o(t,r) una funzione scalare, continua, non negativa, mon
decrescente rispetlo ad r per ogni t fissato, definita per ¢t >0, r=0
tale che ¢(t, 0) =0, ed inolire in ogni sottinsieme (0, y) la funzione
r(f) =0 sia la sola soluzione di

r(t) = g(t, )

e
e

tale che hm r(t) = hm r(t)/t = 0.

Sia V(t x) una funzwne scalare non mnegativa, definita per
|t | < a, x n-vettore, localmente lipschitziana rispetto alla coppia t,x.
Inoltre Vit,x) =0 se e solo se x = 0.

Sia fit, x) un n-vetlore continuo in un insieme R a n + 1 di-
mensioni | 1| <<a, | x| <<b, e sia in R verificata q.0. la seguente
disuguaglianza :

t
(1.1) V%jM&Mm—ﬂ&mmhhs?%VMMﬂ—wm)

(*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del gruppo di ricerca n. 11
del Comitato Nazionale per le Scienze Matematiche del C.N.R..
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per tutte le funzioni a.c. x(t), y(t) tali che (i, x(t)); & ylt)e R
Sotto queste ipotesi I’ equazione differenziale

(E) x(t) = fit, %)

ha unicita a destra nel punto (0,(, . la soluziome si pud trovare
con il metodo delle iterate di¢ Picard.

DiM. - Ammettiamo per assurdo che ci siano due soluzioni d
(E), x(?), y(t) passanti per (0,0). Per la (1.1) deve essere soddisfatta
-q.0. la seguente disuguaglianza

Vit, a(t) — y(t) < 9(t, =(t) — y(b);

dal teorema di unicita di F. BRAUER e S. STERNBERG [2] segue
(t) = y(t).
La successione di Picarp per il punto (0,0) & cosi definita.

x,(t) =0

t
Zu4a(t) = [ fis, wn(e) ds

0

Condizione sufficiente affinch®é converga ad una soluzione & che:

lim | ®p41 — s | = 0.
n—>00

Poniamo W, () = ®nti(f) — xalf), le funzioni Wy(t) sono equilimitate
e equicontinue. Consideriamo la successione di funzioni Vif, Wy(l));
facciamo vedere che anche queste funzioni sono equicontinue ed
equilimitate. Infatti

V(t, Wa(t)) = Vi§, Walt)) — V£, 0V C | Wali) |
| V', Walt) — V&', Walt") | << C(| 8 — 17 | + | Walt) — Wa(t"} | .
Sia v(f) = lim V(¢, Vau(f)), v(f) @ una funzione continua perché limite
n—>00

superiore di funzioni equicontinue ed equilimitate.
Dimostriamo che scelto 8 > 0, si pud determinare un N indi-
pendente da s, tale che

Vis, Wals))<<wv(s) + 29 v n > N§

Infatti essendo o(f) uniformemente continua, ¥ esiste un Nj tale
che

8 —
|'v(s)—v(s’)|<§ s6 |s—¢8' | <Ns
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ed essendo le V(s, V) equicontinue w3 esiste un N tale che
5 _
| Vis, Wals)) — Vis', Wu(s") | < g se |s—s8' | <Ns

Sia %3 = min (Z\—Ta, ﬁa], divido Y’ intervallo in un numero finito di
sottintervalli tali che |s, — sit: | <us.

Per la definizione di massimo limite, vs,, ¢.=1, 2,..., n esiste
un Nj; tale che

Vis:, Vals))) < wls)+ ; ¥ n > Nsi

Sia N; = max Nj;. Fissato un punto s dell’intervallo esiste un s,
tale che | s —s; | <ws

Vis, Wals)) << | V(s, Wals)) — Vi(s,, Wa(s,) | + Vis:, Wals)) <

P S
< V(s,, Wals)) + 5=<0(s) +25=<0() +3  vn> N

La lipschitzianitd della V e 1’assoluta continuitd delle W, per-
mettono di affermare che
t4tat
Vit + dt, Wa(t + di)) — ViE, Wi(t)) = f (AV(s, Wa(s))/ds)ds <
t
tdt
< f‘{?(s, V(s, Wn—l(s))) ds

t

per la supposta non decrescenza della ¢ rispetto alla seconda va-
riabile si ha

t+dt : t+td
/ o(s, Vis, Wau_i(s))ds << f ofs, V(s, v(s)+ 9) ds v n > Ns
¢ ¢

t4-dt
Vit + dt, Walt + dt)) — Vit, Wa(t) < f o(s, v(s) + 3)ds wn> Ns
t
ot + dt) — o(t) = lim V(t + dt, Wa(t + dt)) —Tim Vi, Wa(t)<
n—->0 1€00

tdt
lim | Vit + df, Wt + dt) — Vit, Walt)l < f ols, v(s) + 3) ds

1500
t
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da cui facendo tendere 3 a zero
t4dt
o\t 4+ dt) — v(t) s/:p(s, v(s)) ds
t

quindi o(f) & derivabile q.o0. e
(1.2) () < 9lt, v(t)

Con lo stesso procedimento usato da E. A. CoppiNeTON e N. LEVIN-
soN [3] nel loro teorema analogo sulla convergenza del metodo di
PicaRD, si dimostra che da (1.2) segue che

0<<o(t)<< 0

da cui deriva

lim V{t, Wa(t) =0

Nn-—>00

Le Wy(t) sono funzioni equicontinue ed equilimitate, quindi
per il teorema di Ascorr ARzELA ammettono sottosuccessioni con-
vergenti uniformemente. Sia W,i(f) una di queste

0 = lim V(t, Wak(t)) = V(¢, lim Wax(t))
nk—00 nk->00

e per ipotesi poste sulla V questo implica

lim Wyi(f) =0

nk—o00
ma se qualunque sottosuccessione convergente di una successione
limitata converge ad una stessa funzione, a questa funzione con-
verge tutta la successione, cioé

lim Wy(f) =0

Nn—->0

e quindi lim Wy(f) = 0.

Nn—>00

Oss. - Questo teorema si pud considerare come una generaliz-
zazione del teorema di E. A. CoppiNgTON, N. LEVINSON [3], teo-
rema che assicura 1’unicith e la convergenza delle iferate di
Picarp per il problema

x = fit, x)
2(0) =20
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se la [ soddisfa alla condizione
[t @) — 1 o) | <o, |2—y |)

Infatti nel teorema I scelta V({, x) = gi | ;| la (1.1) si scrive
n t ’
2 sgn ( [1fie, ato) — £, ylollds ) < [t ) — £t y)l <

n
50 o) — 1l 9 | =1 fit, ) —fit, ) |
2. - 11 secondo teorema si pud enunciare cosi;

TeEorEMA II.

Sia P(t, r) una funzione scalare continua, monotona crescente
rispetto ad r per ogmi t fissato, definita per —a<<t<<a, —2b<<r<<2b
tale che la soluzione superiore a desira di

rit) =4t ), #0)=0

sia la soluzione identicamente nulla.

Sia V(t, ) una funzione scalare non negativa, localmenle lip-
schitziana rispetto alla coppia di variabili t, x; definita per |t|<<a,
x n—vettore tale che V(i, x) = 0 implichi = = 0.

Sia fit, ) un n—vettore continuo definitoin R: || <<a | x| <b
tale che in R verifichi la seguente disuguaglianza :

t t
@1 Vi, [[fls, aie) — o, yis)lds) < s, Vs, ls) — yishas

per ogni coppia di fumzioni assolutamente comtinue x(t), y(t) tali
che (i, x(t)), (¢, y(2)) appartengono ad R.
Sotto queste ipolesi I’ equazione differenziale

(E) x(t) = fit, @)

ha unicita a destra per il punio (0, 0) e la soluzione si pud trovare
con il metodo delle iterate di Picard.

.DiM. - Ammettiamo per assurdo che esistano due soluzioni
di (E); «(f) e y(#) tali che «(0) = %(0) = 0.
Poniamo :

o(t) = Vit, x(t) — y(t))
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per la (2.1)

t
Wity < j Us, vls))ds

per il teorema di B. ViswanarEaM (4] (%)
0<<v()<<0

e quindi (E) ha unicitah a destra nel punto (0, 0).
La successione di Picarp per il punto (0, 0) & cosl definita:

z(t) =0
t

Onplf) = [ fls, als))ds

[}

in ipotesi di unicitd, condizione necessaria e sufficiente affinche
converga ad una soluzione & che:

lim Ixn+1—xn | =0
7—>00

Poniamo W,(f) = xnii(t) — xa(t) e

v(t) = lim V(¢, Wa(t))

le Wy(t) sono funzioni equicontinue ed equilimitate (vedi dimo-
strazione analoga nel teorema I) e quindi o(f) & una funzione
continua.

Scelto 3> 0 si pud determinare un N5 indipendente da s tale che

Vis, Wal(s)) << v(s)+ 8 w7 > N5

(vedi dimostrazione nel teorema I)

x
() Teorema di B. Viswanatham - Se ¢»(a:)§1)+f f(s, ®(s))ds con f(x,y)
X

funzione continua monotona crescente in y per x fissato in una regione R:
je—xy|<<a |y—y,|=<<b, @ e b numeri reali positivi, ®(x) funzione
continua mnell’intervallo |x — a, | <<a, allora ®(x) <<X(x) essendo X(x) la
soluzione superiore dell’equazione differenziale z= f(x, #) passante per
(“’o, 7"'



DUE CRITERI DI UNICITA E CONVERGENZA DEL METODO DI PICARD, ECC. 537
t
T, Walt) = Vit [1fls, @nle) — i, 2nso)lds <
0

t
< | Y(s. Wn—a(s))ds
J

quindi per la supposta monotonia della {, si ha

t
V(t, Walt) < j Ys, v(s) + 3)ds ¥n > Ns

t
Tim Vit, Wall) < f Us, ols) + 5)ds

e facendo tendere 3 a zero
i
v(t) < f (s, v(s))ds
0

per il teorema di B. ViswaNaTHAM [4], si ha allora
0<<o(tf)<<0
cioe
lim Vif, Wi{{))=0.
n-—->00

Lie Wau(f) sono funzioni equicontinue ed equilimitate, quindi
per il teorema di Ascorr ARzELA ammettono sottosuccessioni uni-
formemente convergenti. Sia Waux(f) una di queste

0 =lim V({, Wak(t)) = Vi¢, lim Wax(f))
nk—->00 nk—o0

e per l’ipotesi poste sulla V questo implica

lim Wyil(t) = 0

nk—oo

ma allora lim | Wy(f) | esiste ed & uguale a zero.
n—>20
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