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Due criteri di unicità e convergenza del metodo di Picard
per equazioai differenziali ordinarie.

di ROSA MARIA BIANCHINI (Firenze) (*)

Summary. - Two criteria for the convergence o f successive approximations
(and for the uniqueness) o f solutions of an ordinary differential équa-
tion are given, using the comparison method.

L - II cosidetto metodo di confronte) costituisce una délie tec-
niche più usate nella teoria délie equazioni differenziali ordinarie,
non solo per lo studio délia stabilità délie soluzioni e délie loro
proprieta asintotiche in genere, [1], ma anche per altre questioni
quali quella dell' unicità [2]. Non sembra tuttavia che taie metodo
sia stato usato finora con successo nel problema délia convergenza
délie iterate di PICARD e lo scopo di questa nota è appunto quello
di provare due teoremi che portano un contributo a taie questione.

TEOREMA I.

Sia cp(£,r) una funzione scalare, continua, non negativa, non
decrescente rispetto ad r per ogni t fissato, definita per / > 0 , r^>0
taie che cp(£, 0) = 0, ed inoltre in ogni sottinsieme (0, y) la funzione
r(t) E= 0 sia la sola soluzione di

taie che lim r(t) = lim r(t)jt = 0.

Sia V[t, x) una funzione scalare non negativa, definita per
\t \ <a,x n-vettore, localmente lipschitziana rispetto alla coppia t,x.
Inoltre Y(tt x) = 0 se e solo se x — Q.

Sia f[t, x) un n-vettore continuo in un insieme R a n + 1 ai*
mensioni \ t \ < a, | x \ < b. e sia in R verificata q.o. la seguente
disuguaglianza :

t

(1.1) V(t, J [f(s} x(s)) - f(s, y(s))] ds < cp (t, Vit, x(t) -

(*) Lavoro eseguito nelFambito dell'attività del gruppodiricercan.i l
del Comitato I^azionale per le Scienze Matematiche del C.F.R..
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per tutte Ie funzioni a.c. x(t), y(t) tali che (t, x(t% (t, y(t)) e R
Sotto queste ipotesi Vequasione differenziale

(E) x(t) = f(t,x)

ha unicità a destra nel punto (0, (,, ^ la solu&ione si pub trovare
con il metodo délie iterate di Picard.

DIM. - Ammettiamo per assurdo che ci siano due soluzioni d
(E), x(t), y{t) passanti per (0,0). Per la (1.1) deve essere soddisfatta

• q.o. la seguente disuguaglianza

V{t, x(t) — y(t)) <£ cp(£, x(t) - y(t))i

dal teorema di unicità di F. BRAUER e S. STERNBERG [2] segue
x(t) = y(t).

La successione di PICARD per il punto (0,0) è cosï definita.

x„{t) = 0

t

Xn+i(t)= ff(SfXn{s))dS

Condizione suf ficiente affinchè converga ad una soluzione è che :

l im | Xn+i — Xn | = 0.
M-»OO

Poniamo Wtl(t) = xn+i(t) — xn(t), Ie funzioni Wn{t) sono equilimitate
e equicontinue. Consideriamo la successione di funzioni V(t, Wn(t));
facciamo vedere che anche queste funzioni sono equicontinue ed
equilimitate. Infatti

V(t, Wn(t)) = V[t, Wn(t)) - V(t,

| V(t\ Wn(t')) - V(t'\ Wn(t")) I <= C( | t' - *" | + | Wn{t') - Wn{t") \ .

Sia v(t) = lim V(t, Vn(t)), v{t) è una funzione continua perché limite

superiore di funzioni equicontinue ed equilimitate.
Dimostriamo che scelto S > 0, si puö determinare un N$ indi-

pendente da s, taie che

V(s, Wn{s))^v(s) + S vn>m

Infatti essendo v(t) uniformemente continua, V§ esiste un N$ tale
che

8
| v(s) — v{s') | < g se | s — s' I < JV$
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ed essendo le V(s, Vn) equicontinue vS esiste un N$ taie che

| V(s, Wn(s)) - V{S', Wn(s')) | < J S6 | S - s' | < N8

Sia r,$ = min (N$, Ns), divido l'intervallo in un numero finito di
sottintervalli tali che | st - Si+i | <v)s.

Per la definizione di massimo limite, vs,, i~ 1, 2,..., n esiste
un NM taie che

V(sn F«(8,))< !?(*,)+ 3 vn>Nsi

Sia N$ = max N§i. Fissato un punto s dell'intervallo esiste un s,
taie che | s — s{ \ < 'os

V(8, Wn(s))^ | V(S, Wn(s))~V(st, Wn{8t)) | + 7 ^ , ^(«,)) <

^ V(s,, W«(s()) + !<£«(*,) + 2 J

La lipschitzianità délia V e Passoluta continuité délie Wn per-
mettono di affermare che

t+tdt

V(t + dt, Wn(t + dt)) - V(t, Wn(t)) =f(dV(s, Wn(s))lds)ds <

t+dt

per la supposta non decrèscenza délia cp rispetto alla seconda va-
riabile si ha

t-\-dt " t+td

f<p(Sj V(8, Wn-i(s))dS ^ L(S, V(S, V(S) + 8) ds V n > 2W
* tt t

t+dt

V\t + dt, Wn(t + dt)) — V(t, Wn(t)^L{s, v[s)
t

v(t + dt) — v[t) = lim V(t + dt, Wn(t + dt)) — lim V(t, Wn(t)) <
n->oo n<-oo

f+ctt

\im\V(t + dt, Wn(t + dt)) — V(t9 Wn{t))\<fo(s,v{s) + h)ds
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da cui facendo tendere S a zero

t+dt

v(t + dt) — v(t) < ƒ 9{s, v(s)) ds
t

quindi v(t) è derivabile q.o. e

(1.2) v(t)^(D(t, v(t))

Oon lo stesso procedimento usato da E. A. CODDINGTON e N. LEVIN-

sosr [3] nel loro teorema analogo sulla convergenza del metodo di
PICARD, si dimostra che da (1.2) segue che

da cui dériva

lim V(t, Wn(t) = 0

Le Wn(t) sono funzioni equicontinue ed equilimitate, quindi
per il teorema di ASCOLI ARZELÀ ammettono sottosuccessioni con-
vergenti uniformemente. Sia Wnk(t) una di queste

0 = lim V(t, Wnk(t)) = V(t, lim Wnk(t))

e per l'ipotesi poste sulla V questo iraplica

lim Wnk(t) = Q

ma se qualunque sottosuccessione convergente di una successione
limitata converge ad una stessa funzione, a questa funzione con-
verge tutta la successione, cioè

l im

e quindi lim Wn{t) = 0.

Oss. - Questo teorema si puö considerare come una generaliz-
zazione del teorema di E. A. OODDINGTON, N. LEVINSON [3], teo-
rema che assicura l'unicità e la convergenza delle iterate di
PICARD per il problema

[ x(0) = 0
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se la f soddisfa alla condizione

H

Infatti nel teorema I scelta V(t, x) = 2£ | as,- | la (1.1) si scrive

2, sgn (ƒ[ƒ,(«, *(«))-fl», »M)]efc)x [/;(#, x)-m

*i I « ' , *) - «* , 2/) I = I ft*, *) - rt*. 2/) I
i

2. - II seconde» teorenia si puö enunciare cosi ;

TEOREMA II.

Sia ty(t, r) una funzione scalare continua, monotona crescente
rispetto ad r per ogni t fissato, definita per —a<t<Za, —26<r<26
taie che la solutions superiore a destra di

r(t) = «H*, r), r(0) = 0

sia la soluzione identicamente nulla-
Sia V(t, x) una funzione scalare non negativa, localmente lip-

schitziana rispetto alla coppia di variabili t, x; definita per
x n-vettore taie che V(t, x) = 0 implichi x = 0.

Sia f{t, x) un n-vettore continuo definito in R: | t | <:a | x \
taie che in R verifichi la seguente disuguaglianza :

t t

(2.1) V(t, f[f(s, x(s)) - f(s, y{s))]ds) < ƒ |(«, V(s, x(s) - y(s))ds
0 0

per ogni coppia di funzioni assolutamente continue x(t), y(t) tali
che (t, x(t)), (t, y(t)) appartengono ad R.

Sotto queste ipotesi V equazione differenziale

(E) x(t) = fit, x)

ha unicità a destra per il punto (0, 0) e la soluzione si puö trovare
con il metodo délie iterate di Picard.

.Dm. - Ammettiamo per assurdo che esistano due soluzioni
di (E); x(t) e y(t) tali che x(0) = y(0) = 0.

Poniamo :
v(t)=V(t, x(t)-y(t))
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per la (2.1)
t

v(t)<çjtys, v(s))ds
o

per il teorema di B. VISWANATHAM [4] (l)

e quindi (E) ha unicita a destra nel punto (0, 0).
La successione di PICARD per il punto (0, 0) è cosï def inita :

1 = 0

t

,{t) = f(s, Xn(s))ds

in ipotesi di unicità, condizione necessaria e sufficiente affinchè
converga ad una soluzione è che :

Hm | Xn+x — Xn\ = 0
w-»oo

Poniamo Wn{t) = xn+l(t) — x„(t) e

i>(*)=ÏÏ^L V(t, W„(t))
n->cc

Ie Wn{t) sono funzioni equicontinue ed equilimitate (vedi dimo-
strazione analoga nel teorema I) e quindi v(t) è una funzione
continua.

Scelfco 8 > 0 si puö determinare un N$ indipendente da s taie che

V(s, Wn(s))<çv(s) + Z Vn>Ns

(vedi dimostrazione nel teorema I)

(4) Teorema di B. Viswanatham - Se *(œ)< y}-t-]f(s, ${s))d$ con f(x,y)
XQ

fanzione continua monotona crescente in y per x fissato in una regione R\
\x — «a I — a \y — ï/ol^&j <* © ô numeri reali positivi, <t>(x) funzione
continua nell'intervallo \x — # 0 | < a , allora ®{x)^£X(x) essendo X(ÖC) la
soluzione superiore dell' equazione differenziale s — f(x, s) passante per
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t

V(t, Wn(t))=V(t,j[f(s, x«(s))-f(s, a*_4(«))]
0

t

ƒ+(S, Wn-i(S))ds
0

quindi per la supposta mouotonia délia ty, si ha

t

, Wn(t)) < J +(8, v(s) + o)ds

lim

e facendo tendere

per il teorema di

cioè

[J(t, Wn(t

8 a zero

0
t

0

X

v(t) <ƒ+(«,
0

(s, v(s) + S)ds

v(s))ds

B. YISWANATHAM [4], si ha allora

C

lim
W-3>OO

IL».
Le Wn(t) sono funzioni equicontinue ed equilimitate, quindi

per il teorema di ASCOLI ARZELÀ ammettono sottosuccessioni uni-
formemente convergenti. Sia Wnk(t) una di queste

0 = lim VI*, Wnk{t)) = V(t, lim Wnk(t))
k fc

e per l'ipotesi poste sulla V questo implica

lim WMfc(i) = 0

ma allora lim | Wn[t) | esiste ed è uguale a zero.
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