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Probleini di derivata obliqua per equazioni
ellittiche in due variabili.

GIORGIO TALENTI (Grenova) (*)

Santo. - Si dimostrano dei risultati relativi al problema délia deri-
vata obliqua per equazioni ellittiche in due variabili a coefficienti
misurabili.

Il problema della derivata obliqua consiste, corne è noto, nel
ricercare Ie soluzioni u di una equazione ellittica del secondo or-
dine, definite in un aperto Q, che verificano una condizione al

contorno del tipo seguente: —r, derivata di u secondo una dire-

zione l assegnata (variabile da punto a punto), assume sulla
frontiera di ü valori prescritti. Se l è normale alla frontiera dû
di Q, tale problema è quello di Neumann. Per Ie equazioni in
due variabili il problema della derivata obliqua si connette anche
con il problema di Dirichlet e con i problemi misti: infatti se l
è tangente a dQ, il problema enunciato sopra équivale ad un pro-
blema di DiRiCHLET, cioè a quello di ricercare una soluzione u
definita in Q, essendo noti a meno di una costante i valori di u
sopra dû; se l è tangente a dü in una parte connessa 2X di dQ, e
normale a dQ nella restante parte 22 = dQ — 22 , il problema équi-
vale ad un problema misto, cioè consiste nel cercare la soluzione
u in Q, conoscendo (a meno di una costante) i valori di u sopra
2! e i valori della derivata normale sopra 22 .

Il problema della derivata obliqua per 1' equazione di LAPLACE

in due variabili è stato esaurientemente studiato da LIENARD [7]
- [8], MUSKHELJSHVILII [12], MiKHiL [10] (cfr. anche EOSATI [13]);
YJEKUA [16] ha esteso i risultati di Muskhelishvili ad equazioni in
due variabili a coefficienti derivabili in senso generalizzato; ana-
logamente FICHERA [4] per equazioni a coefficienti di classe C\
In base ai risultati di questi autori, si puö cosï descrivere la na-
tura del problema della derivata obliqua. Il problema non è sempre
compatibile, cioè non sempre una soluzione esiste comunque si

(•) Questo lavoro fa parte dell'attività del gruppo 1NT. 23 del C.N.R..
a.a. 1966/'67.
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assegnino il dato al contorno g e il secondo membro ƒ delFequa-
zione: perché una soluzione esista è necessario che g ed f verifi-
chiuo un certo numero (eventualmente nullo) di condizioni di
compatibilità ; verificate queste condizioni di compatibilità, la So-
luzione è determinata a meno di un certo numero di autosoluzibni
del problema 'omogeneo; il numero délie condizioni di compatibilità
e délie autosoluzioni del problema omogeneo è déterminât o dfel-
V andamento delF asse obliquo l (1). •

II problema délia derivata obliqua per equazioni ellittiche îfc
più variabili o per equazioni non lineari è stato studiato nel câfeo
regolare, cioè nel caso che Pangolo fra Passe obliquo l e la nor-
male a aQ si mantenga < ^ ; cfr. [2], [5], [6], [9], [11]. Kecente-

mente EGOROV e KONDRAT'EV [3] hanno annunciato una ricerca
sul problema délia derivata obliqua non regolare per equazioni in
più variabili.

Nel presente lavoro si studia il problema délia derivata obliqua
per equazioni ellittiche in due variabili, a coefficient! misurabili.
Si considéra un'equazione délia forma:

(1) anr + 2alts + atit = ƒ

(notazioni di MONGKE : p = uxi q = uy, r = uxx, s = uxpi t = uyy),
con a n , aI2, atî funzioni misurabili di & = x + iy e f a quadrato
sommabile in un aperto limitato Q; si fa l'ipotesi di ellitticità:

(2) 0 < Xt < an(z) cos21 + 2al%(z) cos ? sen l + a2g(s) sen2 S < \ ,

con Xi, X8 eostanti. Le soluzioni dell' equazione (1) che consideriamo
in questo lavoro sono di classe W2»2(Q). Corne è noto, W2»2(Q) è la
classe délie funzioni di quadrato sommabile in Q, con derivate
prime e seconde (nel senso délie distribuzioni) di quadrato som-
mabile in Q; la norma in W"2»2(Q) è data da

(*) Ad esempio, se si considéra il problema di NEUMANN per l'equa-
zione di LAPLACE du = f con dato al contorno ~ = g (n = normale e-
sterna a d&), la condizione di compatibilità è una sola:

fi gfi
la soluzione è determinata a meno di una arbitraria costante additiva.
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Supponiamo che la frontiera ü sia una curva chiusa di classe
C* (indichererao con z = 0(cp) 1' equazione di 9Q, cp è 1' ascissa cur-
vilinea). La condizione al contorno è:

du
(3) j x (z(o)) = 0(«p) + costante,

con g funzione di classe C1; supponiamo che il versore l „
zione di cp di classe C1. La costante non è assegnata e serve per
«assorbire» una condizione di compatibilità.

Per soluzioni di classe W2»2(Q) la condizione (3) deve essere
precisata. Interpretiamo (3) nel senso seguente: la funzione u e W22(Q)
verifica (3) se esiste una successione di funzioni un e C2(ü) tali che :

~jjf(%)) = g(<?) + costante, \\u — un||w**(n) — 0

(la costante potendo dipendere dawj. Osseryiamo che se ue W2»2(£ï)
verifica la {condizione (3) nel senso sopra dichiarato, allo ra la

traccia di -y sopra dü differisce da g per una costante : ricordiamo

infatti che, per i teoremi d'immersione di Sobolev, Ie derivate
prime p — ux e q = uy di una funzione ue W2»2(Q) hanno traccia
sopra 9Q di potenza m —esima sommabile (qualunque sia m > 1)?

e vale la maggiorazione :

+ q2)Td<^ <^ (costante) l i (p3 + q* + r2 + 2s2 + t'2)dxdy
n

con una costante indipendente da te; se un tende a M in W2»2(ü),

-(&(<D)) t= g(w) + cn tende (in media di ordine m) alla traccia di -=.
dl

I risultati di questo lavoro sussistono nelle ipotesi:

dn

(4) § +
oppure

(5) g + *>0

dove ^ è Pangolo f ra l e la normale esterna a dQ, x è la curva-
tura di d£l. L'ipotesi (5) significa che il versore l ruota in verso
antiorario rispetto ad un asse fisso, per es. rispetto alFasse x;
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(4) significa la stessa cosa, non escludendo perö che l abbia dire-
zione costante; ad esempio, (5) vale se si considéra il problema di
NEUMANN in un insieme strettanaente convesso (per il problema
di NETJMANTN è 3r = 0), (4) vale ad esempio se l è costante, cioè se
la condizione al contorno (3) è del tipo:

du
(6) âè^fo)) = 9M + costante-

Se Pipotesi (4) non sussiste, la tecnica che adoperiamo non
consente di maggiorare a priori le derivate seconde délie soluzioni
di (l)-(3) in funzione dei soli dati del problema. Questo è in ac-
cordo con il fatto che, se (4) non vale, il problema omogeneo cor-
rispondente a (l)-(3) (cioè quello con ƒ = g = 0) puö avere délie
autosoluzioni che non sono ne costanti ne lineari ; ricordiamo (cfr.
il n° 1) che la condizione :

è necessaria e sufficiente affinchè tutte le autosoluzioni del problema:

du
A + t0

siano polinomi di primo grado.
Si stabiliscono délie limitazioni a priori per le soluzioni del

problema (l)-(3) (teorema 1). Queste limitazioni si ricavano dalla
diseguaglianza di Bernstein (cfr. [14], LEMMA 1) e da una formula
di integrazione per Fhessiano (cfr. il Lemma del n° 3) (2).

(2) L'impie go della diseguaglianza di Bernstein e di formule di inte*
graztone per 1' hessiano è la tecnica standard per lo studio delle equazioni
ellittiche in due variabili a coefficienti misurabili (cfr. [14] e la biblio-
grafia ivi raccolta); per una esposizione di questa tecnica cfr. an che
Ladyzhenskaya-Uraltzeva [15], pp. 257-273. Queste autrici f anno un'os-
servazione sul problema della dérivât a obliqua che, nel caso qui in esame,
si puö cosï enunciare: per ogni soluzione u di classe W^2(2) di (l)-(3)
vale la limitazione:

ƒ / ( *)dxdy < (costante)

con una costante indipendente da u. Per stabilire questa diseguaglianza
(ferme restando Ie ipotesi dichiarate sulla regolarità di Q, delPasse obliquo
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Si deduce immediatamente dalle limitazioni a priori il seguente
-teorema di unicità: due soluzioni di classe W2»2(Q) del problema

(l)-(3)-(4) differiscono per una funzione lineare; se in piïi 3— + x =fs 0

^iu parfcicolare se si ha (5)), si dimostra che la differenza di due
soluzioni (l)-(3)-(4) è costaute. Osserviamo che questo teorema si
^pplica in particolare al problema (l)-(6).

Dalle limitazioni a priori stabilité nel teor. 1 potrebbero de-
dursi dei teoremi di esistenza. In questo lavoro diraostriaxno (teo-
rema 3) Tesistenza di soluzioni di classe W2>2(Q) del problema
^l)-(3)-{5) in UI* caso semplice: quello iu cui 1'incremento di ir
^angolo fra l e la normale dQ), prodotto da un giro completo della
f rontiera di dQ, è nullo. Questa ipotesi assicura (come per 1' equa-
zione di LAPLACE) che è sufficiente una condizione di compatibilità
per il dato al contorno e per il secondo membro dell'equazione.
In particolare, se Q è strettamente convesso, si deduce dal Teor. 3
un teorema di esistenza per il problema di NBUMANN, che estende
in parte quello di BERS-NIREMBBRG [1] (3).

1. - Notazioni, ipotesi, richiami di risultati noti.

i) a n , a12, «jjj sono funzioni misurabili di z = x~\-iy\ suppo-
niamo che per ogni z e per ogni \ reale :

< 10) 0 < costante = \ < an(&) cos2 % + 2an(z) cos \ sen l +

+ a%%(%) sen8 % < \ = costante < + 00.

L è l'operatore cosï definito:

(LD L = ^ + 2 £ +
ii) û è un aperto limitato del piano 2; supponiamo che

(frontiera di Û) sia una curva di classe C*. [0,X]9cp— ŝ(
è la rappresentazione parametrica di aü, con cp ascissa curvilinea

l e di g) non è ne cessaria alcuna restrizione sull'andaniento di l. Nel
teorema 1 del presente lavoro si diraostra chej se vale (5), il termine
||**||L3(n) a seeondo membro della diseguaglianza si puö sopprimere. Rin-
grazio il prof G. OIMMINO, che mi ha segnalato il libro di LADYZHENSKAYA-
URALTZEVA. e mi ha aiutato a consultarlo.

(3) E"el lavoro di BERS-NIREMBERG Q è un cerchio, Tequazione contiene
Ie derivate prime e il termine non derivato, il secondo membro f è
fiinzione limitata.
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e X = lunghezza di dQ ; cp è orientata in modo che il verso dello
spostamento di s(cp) ai crescere di cp sia quello positivo (cioè
antiorario).

Per definizione di ©, | s(<p) | = 1, S(<D) è il versore délia tangente

a dQ, —iz{<o) è il versore délia normale esterna a dQ (s = ds/dœ).
Indichiamo con ^ una funzione di <p classe (^([O,*]) taie che

<L(cp) coincida per ogni cp con una determinazione di - logs(v); po-

niamo cioè:

(12) 0(<p) = e^, — ts(a») = e V " * ).

Cou questa notazione, la curvatura di dQ:

(13) y. = xy-'xy (x2 = 1012)

si puö esprimere cosï:

iii) Z è un versore definito in ogni punto s((p) di 3Q, che rap-
presentiamo cosï:

(15) l = — f^oje1*.

Osserviamo che: ^ = multiplo di 2TC -f- Pangolo (misurato in senso
antiorario) fra la normale esterna —*s((p) e il versore l (cioè l 'an-
golo di cui la normale esterna deve ruotare in senso antiorario
per sovrapporsi a l); supponiamo che ^ sia funzione di cp di classe
C'ltOjX]) e che a(X) = ^(0) (mod. 2TT), cioè Sr(X) — Sy(O) è un multiplo
intero (positivo o negativo) di 2ir.

Si ha: l = eV + ^ ~ 2J = e1", con o>=3r+^—^, | definito da (12) (%

(4) Con queste notazioni risulta:

dove :

7\ 7* 7i r\ 7\

— = cos ca h sen w — := cos 9- -h sen 91—r,
a/ ex dy 8(—ter) 3s

— = x \-y — = derivata tangente
ds dx dy

;-==!/ — — x—= derivata normale
cy
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Poniamo:

h (rispettivamente k) è il numero di giri che il versore l compie
attorno alla normale (rispetti vamen te attorno alla direzione del-
l'asse x) mentre il punto d'applicazione z(v) compie un giro com-
pleto in senso antiorario di dÙ: ciascuno di questi giri è contato
positivatnente oppure negativamente a seconda che il verso della
rotazione di l è antiorario oppure orario, cioè concorde oppure
discorde con il verso dello spostamento di z(v). Osserviamo che
Je = h + 1; questa equazione segue da (14), che implica:

iv) Richiamiamo alcuni noti risultati sul problema della de-
rivata obliqua per 1' equazione di LAPLACE (5). Consideriamo il
problema:

(18) uxx(z) + uyv{2) = 0(s e Q), %{*(*)) = »(T)(0 < ? < \ l = e'"),

con g funzione hölderiana assegnata (per ottenere Tesistenza di
soluzioni del problema (18), Ie ipotesi di regolarità sopra dichia-
rate per Q e l eono sovrabbondanti : è sufficiente supporre che l
e la tangente a dü siaiio hölderiane).

Il problema (18) è equivalente ad un problema [di BIEHANN-
HILBERT con indice .uguale a — 2k = — 2h — 2 (h e k sono definiti

(5) Per il contenuto di (iv) cfr. W. I. MUSKHELISHVÏLI [12], pp. 99-109
222-223.
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da (16)). Il problema di BIEMANN-HLLBERT consiste nel determinare
una funzione ^(z), analitica in un dato aperto, che verifica sulla
frontiera dell'aperto una condizione del tipo: Re x(z)W(z) = p(s), con
a(s) e B(s) funzioni assegnate ; l'indice di questo problema è l'in-

cremento di - arg &.(z) prodotto da un giro di z in senso antiorario

sulla frontiera dell' aperto.
(18) è equivalente al seguente problema: trovare W(s), funzione

di z — x + iy analitica di Q, taie che Ee eiuMT(s(cp)) = g(y)(O < © ̂  X)
Infatti, se u{z) è soluzione di (18), il gradiente complesso }¥(z)=ua.—iuy

di %i (cioè la derivata délia funzione analitica di z = x + iy che
ha u(z) per parte reale) è funzione analitica in Q taie che:

E-e etwXF(0(cp)) = cos oiux{z(®)) + sen o)uy(z{®)) = TT = g ; inversamente, se

^"[z) è analitica in Q e verifica la condizione B.e e1u*I;(2(cp)) = g(v),
s

allora w(0) = Ee / ^\z)dz è soluzione di (18). L'indice di questo

problema è evidentemente uguale a

Teoremi noti sul problema di RIEMANN-HILBERT foruiscono, a
causa délia connessione sopra discussa, il seguente teorema:
Se fe<—1, esiste una soluzione di (18), comunque si assegni g;
la soluzione generale di (18) contiene — 2h costanti arbitraire.
Se h 2> 0. esiste una soluzione di (18) se e solo se g verifica. 2h + 1
condizioni di compatibilità (cioè se g è ortogonale a 2h -\- 1 fun-
zioni opportune); verificate tali condizioni di compatibilità, la
soluzione di (18) è determinata a meno di un'arbitraria costaute
additiva.

Le soluzioui di cui si parla nel précédente teorema sono, per
definizione, soluzioni di classe C*[Q) con derivate prime continue
nella chiusura di Q. Se u.(0 < a < 1) è Pesponente di Hölder di g,
tali soluzioni risultano di classe C^Q), cioè hanno derivate prime

tu.-h0lderiane nella chiusura di Q; si puö inoltre dimostrare che,
se g ha derivata prima [j.-hölderiaua, le soluzioni sono di classe

(6) Cfr. [16], pp. 330-331. La regolarità délie soluzioni di (18) segue
facilraente dalla rappresentazione délie soluzioni del problema di RIEMANN-
HILBERT e dalle proprietà di regolarità degli integrali del tipo di Cauchy;
cfr. [12J, pp. 45-55.
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2. - Enuneiato dei risultati

TEOREMA 1. • Se:

allora per ogni funzione u taie che:

(1.2) u e C2|TI), 7̂(»(<p)) = </(<p) + costante (0 < 9 < X),

risulta :

(1..3, ƒ ƒ (r« + 2S. + fKfa^ < (l + ̂ ) ( § ( J " - Y)2
d<P ƒ ̂  )i

n

doue y è una costante arbitraria; in particolare:

(1..3)' ƒ ƒ (r2 + 2s* + *3}da;<% < (l + ^-j ( J (p* +gs)dT ƒ j'cftpjï

Se:

(1.4) S+x>0 '
allora, per ogni funzione u che verifica (1.2) risulta:

(1.5) IJ \p* + q2 + r* + 2s' + V)dxdy < C' jcfd* + C" jf (Lufdxdy,
"n o 'n

dove C' e C" sono costanti positive che dipendono solo da Q, XI} XS) /.

OSSERVAZIONE 1. - L'ipotesi (1.1) impliea (cfr. (16) e il conte-
nuto di (iii). n° 1}:

Pipotesi (1.4) implica, per nnalogo motivo:

(1.7) h>Q.
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Da (1.3) segue in parfcicolare che, nelle ipotesi (1.1):

ff (r» + 2s*+ t*)dxdy < ± 3X|
4+ *' ff (LuYdxdy

n n

per ogni te tale che:

(1.2)' u 6 Cf(Q), ^ W ) ) = cos tante (0 < cp < X)

Osserviamo che se (1.6) non è soddisfatta, la maggiorazione a priori:

I I (f* + 2s2 + t*)dxdy < (costante indipendente da w) ff (Lufdxdy

si 'n
con Ie condizioni (1.2)'

non sussiste per ogni operatore ellittico L.
Infatti, se h < — 2 esistono funzioni armoniche in Q che veri-

ficano (1.2)' e non sono funzioni lineari. Questa asserzione segue
dal teorema .ricordato nel n. pree, e si puö verificare con il se-
guente esempio. Sia Q il disco | s : | s | < 1 |, z = el>(0 < cp < 2TC)
1' equazione del suo contorno, l = e''? — n$)(n = 2, 3, 4,...); si ha:
r̂ = — nv, dunque h = — n < — 2 ;

d d ï a
r ï = c o B ( n * ) ^ - B e n ( * • ) - -

dove p, cp sono coordinate polari (z = pe1?). Si verifica immediata-
mente che il polinomio armonico di grado n:

u(z) = p" sen n-D = l m z"

è tale che :

cos (nep) - - sen ( « o ) - - = 0;

dunque u(z) = p" sen n-f è una f unzione armonica non lineare nel

disco | z | < 1, tale che ^(el9) = 0(0 < cp < 2*; Z = e*"P-»•)).

Da (1.5) segue in particolare che, nella ipotesi (1.4):

ff (P* + ql)clxdy< C" fflLuydxdy
n "o

per ogni u che verifica (1.2)'. Osserviamo che, se (1.4) non è
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soddisfatta, la maggiorazione a priori:

ƒ ƒ (P~ + q*)dxdy < (costante indipendente da u) f f (Lufdxdy

n ' n*
con Ie condizioni (1.2)'

non sussiste necessariamente: ad es. la maggiorazione non sussiste

se -=- + x = 0. Infatti in tal caso l = e1'" è costante; allora la fun-

^ione u(z) = x sen o> — y cos o> verifica (1.2)', ha gradiente non nullo
«d è soluzione della equazione omogenea Lu = 0.

Osserviamo infine una conseguenza di (1.3). Il minimo (rispetto
a y) del 8ecoudo membro di (1.3) si ha se y è uguale al valor
medio di %ujd(il) sopra 9i2:

üpplicando la diseguaglianza di WIRTIJNGER.

du \ > , \% C f d du

si ricava da (1.3):

/ X-\ X / P / d au \* C / d du\'2 \i

OSSERVAZIONE 2. - Le maggiorazioni (1.3) e (1.5) sussistouo in
una classe fuDzionaie più ampia di quella definita nelle condi-
zioni (1.2).

DEFIXIZIONE: V(g) è la chiusura in W2>2(Q) delPinsieme di
funzioni che verificano (1.2), essendo g an'assegnata funzione di
classe Cl([0, A]), con (̂0) = ^ ) , g'(Q) = g'(k) (osserviamo che V\g) è
convesso, non lineare se ^ ^ 0 ; V(0) è lineare).

Tenendo presente quanto è ricordato nell' introduzione sulla
definizione di norma in W2'2(Q) e sulla trace ia sopra aQ délie de-
rivate prime delle funzioni apparteneute a W2>2(ü), si constata
immediatamente che (1.3) e (1.5} sussistono per ogni n e V(g).
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Segue subito dal Teorema 1 questo teorema di unicità:

TEORETMA 2. - Supponiamo -7- + x > 0 e consideriamo il pro-

blema: (i) ue V(g), (ii) Lu = f, dove feL2{Q).

Due soluzioni del problema {i)-(ii) differiscono per una funzione

lineare; se -j—|- x 4= 0, la differenza fra due soluzioni del problema

(i)-(ii) è costante.

DiJviosTRAZiONE. - La differenza di due soluzioni di (i)-(ii) è
una soluzione u e Y(0) dell'equazione omogenea Lu — 0; allora, per
(1.3) tcfr. la osservazione 2), le derivate seconde di u sono quasi
ovunque nulle: questo implica, per un noto teorema sulle derivate
generalizzate, che u è délia forma u(z) = aas + &y + y. Se poniamo

a = (as + p?)ï cos S, p = (a2 + pl)I sen 0, si ha:

—- =acos w + Ssen OJ= (a2+Ö5)2 COS(OJ—S); pertanto, se -r-=-^-+ x =HO

la condizione —= = costante implica a* + 62 = 0, cioè u(z) = y-

TEOREMA 3. - Supponiamo: dû di classe C3, l di classe C*r

-j—hx>0, h = 0 (cfr. (16) e la osservazione 1). Date comunque

g e CJ(9Q) e feL*{Q), esiste una soluzione del problema:

u 6 V(g) Lu = f.

3. - Diniostrazione del Teorema 1.

LEMMA. - Se u è taie che:

(3.1) weC?(Qj, Jw?))

si fta:

(3.2) I J(rt -

Eicordiamo che d^jd* + x = do>/d(p, do-ue o> è V argomento di L
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DJMOSTRAZIONE. - Se u e C3(Q), si ha :
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1 dU dq dp\ U / dq dp\

dunque:

Evidentemeute (3.3j sussiste se

m = = — sen

n = • ^ T ( « ( © ) ) =

). Poniamo:

cos w

sen

risulta:

quindi :

(3.4)

= — tn sen w + 11 cos w, QN?)) = m c o s o) + u s e n

— qdp = ndm — mdn + (m* + ns)Ao =

Integrando per parti e tenendo conto di (3.1):

( 3 ' 5 ) Util

X
o

= -2Jmg

Da (3.3)-(3.4)-(3.5) segue (3.2).

OSSERVAZIONE. - Nel caso che ü sia il disco \z: \z\ <R\, si
puö ritrovare faciimente la formula (3.2) calcolando con Ie coordi-
nate polari : x = o cos cp, /̂ = P sen cp(p- >0, 0 < cp < 2-K). Pe r questo
proposito si deve ricordare Tespressione dell'hessiano in coordinate
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polari :

<3.6) rt — s* =

GIORGIO TALENTI

u,'PP

a/l

1/8 . 2 8

la formula di integrazione che si deduce subito da (3.6):

R 2TT

<3.7) JpdpJ(r*-•»)*» =
2TT

= \ ƒ |
Le formule (3.6)-(3*7) consentono di verificare la formula (3.2)

oon alcuni esempi indicativi. Consideriamo

«(«) = f(?" aenno) (n = 1, 2, 3,...)

oon ƒ funzione di classe C2; si ha:

cos (no)Uo — sen (nv>\— = 0,
1 • • p

cioè la derivata di u nella direzione Z = el(9 ~ rt9) è nulla iden-
ticameute.

Bssendo: ^ (argomento di l) = 1 — n < 0, per (3.2) 1J integrale

delPhessiano di u, esteso ad un disco qualsiasi, deve essere<0;
applicando (3.6)-(3.7) si trova infatti :

2TT

f pdp ! {rt —

0 0

Consideriamo :

2H
2W "2 ƒ T < 0.

u[s) = pme - (•» + wlP sen nep (m > 2 ; n = ± 1, ± 2,...) ;
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la funaione %t è di classe C2, si ha:

*tp(e
l>) cos nep + u^e^) sen wcp = 0,

che esprime 1' annullarsi, in ogni punto della cireoiiferenza s=eï9;
della derivata di u nella direzione l = el(9 + «91. Applicando (3.6)
si trova:

B 2K

f pdp / (rt — s2)dcp = n2e - aïw + »)it(l + n ) ;

o o

in accordo con (3.1), il segno di questa qaaiitità è il segno di
di

1 + n = -T- (argomento di l).

Dimostrazione del teorema 1. - Sia u una funzione che verifica
(1.2). Si ha (cfr. [14], LEMMA. 1):

(1.15) r2 + 2s2 + f' + 2A(rt - s2) < J5(Lu)>9

dove A. B sono costanti tali che:

(1.16) 2\ïti w) 2lKJC^KC=lÖ2

(a

in queste formule Kx e K% sono gli autovalori della matrice I
cioè: ^

Per (1.15), il LEJIMA, e la diseguaglianza di SCHWARTZ :

(1.18) ƒ ƒ (r2 + 2s* + t*)dxdy < - A § (p* + f/2) ( ^ + x) dep +

£ ff[Lufdxdy<
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dunque. se vale (1.1) oppure (1.4):

?*
(1.19) f l (r2 + 2ss + t*)dxdy <2A(& f^. - rVdo / c/d*)ï

J J \ J \°W I J ' I
fi gfi o

+ B f f {Lufdxdy. (~^ + x. > oV

Corne è noto, esistono due costanti positive C,, C2 (dipendenti
solo da Q) tali che:

(1.20) JJ (p* + q*)dxdy < C, ^ (p* + g*)d? + C, j ƒ (r« + 2s» + t*)dxdy;

n gn n

naggiorando il secondo addendo al secondo membro di (1.20) con
(1.18) (con y = 0) e utilizzando la diseguaglianza:

gn o

\j
si trova:

(1.22) i i (/>2 + q-)dxdy < 4) C, — C8̂ 4 f-ï—h x —
./ J J [ V^

+ -c C%A l g*dy + GtB f f(Lu)-dxdy;

se vale (1.4), si puö prendere s cosi piccolo che -37 + x — e > 0, ©

la costante A cosi grande che C x—C 2A\~T; + Y. — £ J ^ 0 , quindi

con taie scelta di A :

(1.23) | ƒ (p« + q2)<toc72/ < -£ C 4 J â'd? +

'n o

+ CtBJj (Luydxdy ( J + x > o).'
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Da (1.19) (con y = 0) e (1.21) segue:
x

(1.24) f ƒ (r2 + 2s2 + t*)dxdy < - A ƒ g-dv +
n o

+ Az Œ> {p* + q*)d'jj + B ! l (Lu)-dxdy;

corne è noto esistono delle costanti positive C3, C4 (dipeudenti
solo da ü) tali ohe:

(1.25) £(p« + q*)d* < Ctjfip* + q*)dxdy + C4 fj(r« + 2«'
an n" h*

inserendo questa disuguaglianza in (1.24) si trova:

(1:26) ƒ ƒ (
n'

Da (1.23)-(1.26) segue (1.5). La diseguaglianza (1.8) segue da (1.19)
minimizzando la costante B, corne è qui appresso indicato.

Bicordando Ie limitazioni ll <. Kl < Kt < \ e tenendo presente
che, come segue da (1.16), A > 1, si ricava facilmente:

A* - 1 ( 1 . . A3 — 1
2AKlKi - K\ - K\

1

j 1
\ - maX \W- + ''

se

selXf — \ \ — X2, o c A — 2X,

il terzo membro è minimo per A = ' ^ e il suo valore miuimo
i

è ÏAV^I + \).

OSSERVAZIONE. • La diseguaglianza (1.20) si puö precisare cosï
se Q è un cerchio: se u è una funzione di classe C2 nel disco
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I z \ < R, si ha :
2—

(1.27) ƒ ƒ (p'2 + q')dxdy <R [p'(Ee«

+ ƒ ƒ (x9 + y') (r* + 2s' + t*)dxdy (7).
|."|<fi

Per dimostrare (1.27) si passa in coordinate polari (x = p cos <
y = p sen cp), tenendo presente che (cfr. (3.6)):

(1.28) P t + 3 t = M « + ^i*»„,
P

r* + 2s2 + *» = «%p + 2 f- -WçV

'a i

si stabilisée la diseguaglianza:

R R

ó o

dove g è funzione di classe C' n e l F i n t e r v a l l o [0, iü]( s); con questa

(7) La diseguaglianza (1.20) si puö déduire da (1.27), applicando Tin-
sieme Ü nel disco j s \ <^ 1 con una trasformazione conforme. Ricordiarao
che f f (S7 u)2dxdy è un invariante per trasformazioni conformi.

(8) Integrando per parti:

* - ƒ
£ £

R

ƒ 7?;}

£ E

ne segue, risolvendo rispetto a / pg*dp:

R R

f P92(p)d? < RWB) + ƒ p*g'Hp)d? ;
e E

per e •—» 0 si ha la diseguaglianza da dimostrare.
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diseguaglianza si maggiorano gli integrali rispetto a p:

27T R 2TT ZV R

f du i ou'pdp <R* ti'^Retyd* + do p*u
0 0 0 0

277 H 2TT 27T

? f ?y?d? < ^ J - ^ r - ^ + J
Ô

2
99

La diseguaglianza (1.25) si puö cosi precisare se O è un cerchio:
se te è funzione di classe C2 nel disco | z \ < R si ha:

27T

R C CC
(1.29) -â ƒ [p*(fie*9) + q\Re^)\Rdo < / I (p2

o \s\<R

+ / / iP* + Q*)dxdy l j (x'2 •
YJ J _ J J

Per dimostrare (1.29) si procède cosi:

R

f pp •+-

R

J (P2 + «*P

I l

e si applica la diseguaglianza di Schwartz per maggiorare il se-
condo addendo.
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4. - Dimostrazione del Teorema 3.

È sufficiente dimostrare il teorema nel caso g = 0. Infatti,
-es s en do per ipotesi h = 0 e g e G2, per il teorema citato in (iii),
n° 1, esiste una soluzione ve C2(U) del problema:

A-ü = 0, ~T(^(?)) = </(<p) + cos tau te

con una opportuna scelta délia costante.
Allora, se cerchiamo la soluzione n del problema (i)-(ii) nella

forma u = v + w, la funzione w è soluzione del problema:

rv e V(0), Lw = f—Lve L2(Q).

È conveniente introdurre lo spazio V, quoziente di V(0) rispetto
alla, classe délie funzioni costanti in Q (ricordiamo che T̂ (0) è li-
neare); in altri termini V è l'insieme délie (classi di) funzioni
•del tipo: u + costante arbitraria, con %t s V(0). Poniamo:

(3.2) || u \\*v = ƒ ƒ (P' + q* + r2 + 2s2 + t*)dxdy.
n

Osserviamo che V è uno spazio di Banaeh rispetto alla norma
•(3.2).*Evidentemente (3.2) definisce una norma in V (iufatti una
funzione di classe W2»2(Q), con derivate prime quasi ovunque
nulle, è costante in Q); dimostriamo che V è completo. Sia \un\
una successione di funzioni tali che:

Osserviamo che, se A; è una costante:

<3.S) ||«—*||fiv j
per la diseguaglianza di Poincaré:

! j (u — imYdxdy < (costante) (p2 + q*)dxdy < (costante) || u \\*

dunque :

<3.4) || u — un \\w*9 2(n) < (costante) || u \\v -
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Per (3.4) la successione di funzioni u'„ = un — (**„)n è tale che
llM'i» — **'n ||iv»,2(n)—-0(m, n — + oo). Esiste allora ue W2>2(Q) tale
che ||w'„ — i*||w2,2(n)—^0; poichè Y(0) è chiuso ed evidentemente
uneV{% risulta ue V[0); infine, per (3.3), si ha: \\un— u\\v <
<||te'„ — ̂ 11^2,2(0)'—-0. Questo prova la completezza di Y. Osser"
(viamo che, per ogni feL^Q), il problema:

3.5) ueV[Q), &u = f

ha soluzione (unica, nella classe V). Sia infatti /„ e 0^(0) tale
che || ƒ—/n|JL2(n) — 0 ; per Pipotesi h = 0, le C~ e per quanto detto
nel ii. 1, esiste una soluzione un del problema:

un e C2\Q), M*n = fn, I J (*(?)) = costante (0 < cp <l),

con una opportuna scelta della costante (in dipendenza di n). Per

Tipotesi -j- + x > 0 e il teorema 1:

II « m - « B | | v < Co || fm-fn | | L . ( n ) l

dove la costante Co dipende solo da Q. Allora, per la dimostrata
completezza di V, esiste una funzione ue V{0) tale che \\u—tew||v—*0 ;
evidentemente:

| |^-/ ' | |L2(n)<||/ '-/ t„||L2(n) + V2||^ — «,11^, dunque ÂM = ƒ.

Stabiliti la completezza di V e il teorema di esistenza per il
problema (3.5), la dimostrazione del teorema 3 si conclude con una
tecnica standard. i

Accenniamo al procedimento. Si definisce Lk = JcL + (1 — &)A
per 0 < h < 1 ; 1' operatore i 4 verifica una condizione del tipo (10),
con delle costanti indipendenti da k, dunque per il teorema 1 si
ha la maggiorazione a priori:

(3.6) B«l|F<C||£*f»||ttW, («6 7(0)),

con una costante G indipendente da k.
Si chiama E V insieme dei fc(0 < k < 1) tali che 1' equazione

Lku = ƒ ha soluzione ue V(0) per ogni feLz(Q).
Per quanto è sopra dimostrato. k = 0 appartiene ad E] serven-

dosi di (3.6) e della completezza di V, si dimostra che se koeE,

allora ogni k tale che 0 < k < 1, | k — k0 | < r / O , „ , l t , 1 , ' ap-
KJ\Ù - f - A J " h A 8 J 2

partiene ancora ad E. Ne segue che k = 1 appartiene ad E, cioè
l'asserto da di mostrare.

35
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