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Problemi di derivata obliqua per equazioni
ellittiche in due variabili.

G10rGIO TALENTI (Genova) (*)

Sunto. - Si dimostrano dei risultati relativi al problema della deri-
vata obliqgua per equazioni ellittiche in due variabili a coefficient:
miswrabili.

Il problema della derivata obliqua consiste, come & moto, mel
ricercare le soluzioni # di una equazione ellittica del secondo or-
dine, definite in un aperto Q, che verificano una condizione al
contorno del tipo seguente: aa_a;,’
zione- ! assegnata (variabile da punto a punto), assume sulla
frontiera di Q valori prescritti. Se ! @ normale alla frontiera 2Q
di Q, tale problema & quello di Neumann. Per le equazioni in
due variabili il problema della derivata obliqua si connette anche
con il problema di Dirichlet e con i problemi misti: infatti se I
& tangente a 90, il problema enunciato sopra equivale ad un pro-
blema di DIRICHLET, cioé a quello di ricercare una soluzione
definita in Q, essendo noti a meno di una costante i valori di =
sopra 9Q; se I & tangente a 9Q in una parte connessa X, di 2Q, e
normale a 3(3 nella restante parte =, = 3Qd — Z,, il problema equi-
vale ad un problema misto, ciod consiste nel cercare la soluzione °
# in £, conoscendo (a meno di una costante) i valori di « sopra
2, e i valori della derivata normale sopra Z,.

Il problema della derivata obliqua per 1’equazione di LAPLACE
in due variabili & stato esaurientemente studiato da LieNarp [7]
- [8], MuskrELIsEVILI [12], MIKBIL [10] (cfr. anche Rosarr [13]);
VEKUA [16] ha esteso i risultati di Muskhelishvili ad equazioni in
due variabili a coefficienti derivabili in senso generalizzato; ana-
logamente FicHERA [4] per equazioni a coefficienti di classe C'.
In base ai risultati di questi autori, si pud cosl descrivere la na-
tura del problema della derivata obliqua. Il problema non & sempre
compatibile, cioé non sempre una soluzione esiste comunque si

derivata di % secondo una dire-

(*) Questo lavoro fa parte dell’ attivitda del gruppo N. 23 del C.N.R..
a.a. 1966/67.
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assegnino il dato al contorno g e il secondo membro f dell’equa-
zione: perch® una soluzione esista & necessario che g ed [ verifi-
chino un certo mumero (eventualmente nullo) di condizioni di
compatibilita ; verificate queste condizioni di compatibilita, la bo-
luzione & determinata a meno di un certo numero di autosoluziohi
del problema ‘omogeneo; il numero delle condizioni di eompatlblllta
e delle autosoluzioni del problema omogeneo & determinato dlﬂ-
I’ andamento dell’asse obliquo I (%).

Il problema della derivata obliqua per equazioni ellittiche in
pilt variabili o per equazioni non lineari & stato studiato nel cakio
regolare, cio® nel caso che 1’angolo fra 1’asse obliquo 7 e la ndr-

male a 9Q si mantenga <-g; cfr. [2], [6], [6], [9], [11]. Recente-
mente EGorRov e KoNDRAT’'EvV [3] hanno annunciato una ricerca
sul problema della derivata obliqua non regolare per equazioni in
pilt variabili.

Nel presente lavoro si studia il problema della derivata obliqua
per equazioni ellittiche in due variabili, a coefficienti misurabili.
Si considera un’equazione della forma:

(1) a,r + 20,8 + a,t =

(notazioni di MONGE: P =1y, @ =1Uy, T = Upy, 8 = Uy, t = Uy,,),
con a,,, &,,, @, funzioni misurabili di 2=2 + 4y e f a quadrato
sommabile in un aperto limitato Q; si fa 1’ipotesi di.ellitticita:

(2) 0 <) << a,,(2)cos?E 4 2a,,(2) cos £ sen § + a,,(2) senz§ <),

con X,, A, costanti. Lie soluzioni dell’ equazione (1) che consideriamo
in questo lavoro sono di classe W22%Q). Come & noto, W22(Q) 2 la
classe delle funzioni di quadrato sommabile in Q, con derivate
prime e seconde (nel senso delle distribuzioni) di quadrato som-
mabile in Q; la norma in W22Q) & data da

Il liwsaa =f[(u2 4+ p* + q° + r* + 2s* + £¥)dady.
Q

(*) Ad esempio, se si considera il problema di NEumMANN per I’equa-

ow
zione di LLAPLACE A u = [ con dato al contorno =9 (» = normale e-
sterna a §2), la condizione di compatibilita & una sola:

[f=§g,
Q Frel

la soluzione & determinata a meno di una arbitraria costante additiva.
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Supponiamo che la frontiera Q sia una curva chiusa di classe
C* (indicheremo con z = z(¢) I’equazione di 9Q, ¢ & 1’ascissa cur-
vilinea). Lia condizione al contorno &:

) ™ (fe) = gig) + costante,

con g funzione di classe C!; supponiamo che il versore I .
zione di ¢ di classe C'. La costante non & assegnata e serve per
<assorbire» una condizione di compatibilita.

Per soluzioni di classe W22%() la condizione (3) deve essere
precisata. Interpretiamo (3) nel senso seguente: la funzione u e W22(Q)
verifica (3) se esiste una sunccessione di funzioni u, e C¥Q) tali che:

o,
-7 @(@) = g(¢) + costante, ||u — u, jwea)—0

{la costante potendo dipendere da ). Osserviamo che se u e W22(Q)
verifica la |condizione (3) mel senso sopra dichiarato, allora la
traccia di %’—:— sopra 9Q differisce da g per una costante: ricordiamo
infatti che, per i teoremi d’immersione di Sobolev, le derivate
prime p =u, e g =u, di una funzione uwe W22Q) hanno traccia
sopra 9Q di pofenza m —esima sommabile (qualunque sia m = 1),
e vale la maggiorazione:

(§ (p* + Q’)'zid?)% << (costante) ff(p? + @* + 2 + 28® + {)dxedy
aa Q

con una costante indipendente da u; se u, tende a # in W22Q),

?—l-”(z(p)) = g(¢) + ¢, tende (in media di ordine m) alla traccia di %"
I risultati di questo lavoro sussistono nelle ipotesi:
ds
4 — 4+ x=0
@) a5t
oppure
5 a> 0
(6) dg T*=

dove ¥ & I’angolo fra ! e la normale esterna a 3Q, x & la curva-
tura di 202. L’ipotesi (5) significa che il versore ! ruota in verso
antiorario rispetto ad un asse fisso, per es. rispetfo all’asse x;



508 GIORGIO TALENTI

(4) significa la stessa cosa, non escludendo perd che ! abbia dire-
zione costante; ad esempio, (5) vale se si comsidera il problema di
NEUMANN in un insieme strettamente convesso (per il problema
di NEUMANN & ¥ =0), (4) vale ad esempio se ] & costante, ciod se
la condizione al contorno (3) & del tipo:

(6) gq—;(z(?)) = g(¢) + costante.

Se lipotesi (4) non sussiste, la tecnica che adoperiamo mnon
consente di maggiorare a priori le derivate seconde delle soluzioni
di (1)-(3) in funzione dei soli dati del problema. Questo & in ac-
cordo con il fatto che, se (4) mon vale, il problema omogeneo cor-
rispondente a (1)-(3) (cio2 quello con f=g=0) pud avere delle
autosoluzioni che non sono né costanti né lineari; ricordiamo (cfr.
il n° 1) che la condizione:

as
§ (3 +)ar=o0
PI

& necessaria e sufficiente affinché tuite le autosoluzioni del problema:

Mu=r4t=0, lelg)=0

siano polinomi di primo grado.

Si stabiliscono delle limitazioni a priori per le soluzioni del
problema (1)-(3) (teorema 1). Queste limitazioni si ricavano dalla
diseguaglianza di Bernstein (cfr. [14], LEMMA 1) e da una formula
di integrazione per 1'hessiano (cfr. il Lemma del n°® 3) (%).

(?) I’ impiego della diseguaglianza di Bernstein e di formule di inte-
grazione per I’hessiano & la tecnica standard per lo studio delle equazioni
ellittiche in due variabili a coefficienti misurabili (cfr. [14] e la biblio-
grafia ivi raccolta); per una esposizione di questa tecnica cfr. anche
Ladyzhenskaya-Uraltzeva [15], pp. 267.278. Queste autrici fanno un’os-
servazione sul problema della derivata obliqua che, nel caso qui in esame,
si pud cosi enunciare: per ogni soluzione u di classe W22(Q) di (1)-(3)
vale la limitazione:

(p? 4 g2 + 72 4 252 + £¥)dady < (costante) { || f|lLxq) +
a9
do ||ILpa
con una costante indipendente da u. Per stabilire questa diseguaglianza
(ferme restando le ipotesi dichiarate suila regolarita di 2, dell’asse obliquo

Q

+ II%llm(m>2



PROBLEMI DI DERIVATA OBLIQUA PER EQUAZIONI ELLITTICHE, ECC. 509

Si deduce immediatamente dalle limitazioni a priori il seguente
teorema di unicita: due soluzioni di classe W22(Q) del problema
(1)-(3)-(4) differiscono per una funzione lineare; se in pia g% + %0
{in particolare se si ha (b)), si dimostra che.la differenza di due
soluzioni (1)-(3)-(4) & costante. Osserviamo che questo teorema si
applica in particolare al problema (1)-(6).

Dalle limitazioni a priori stabilite nel teor. 1 potrebbero de-
-dursi dei teoremi di esistenza. In questo lavoro dimostriamo (teo-
rema 3) l’esistenza di soluzioni di classe W22() del problema
{1)~(3)~(5) in un caso semplice: quello in cui 1’incremento di %
{angolo fra ! e la normale 3{), prodotto da un giro completo della
frontiera di 2Q, & nullo. Questa ipotesi assicura (come per 1’equa-
zione di LAPLACE) che & sufficiente una condizione di compatibilita
per il dato al contorno e per il secondo membro dell’equazione.
In particolare, se Q & strettamente convesso, si deduce dal Teor. 3
un teorema di esistenza per il problema di NEUMANN, che estende
in parte quello di BErs-NIREMBERG [1] (%).

1. - Notazioni, ipotesi, richiami di risultati noti.

i) a,,, a,,, @y, sono funzioni misurabili di 2 =z + 4y; suppo-
niamo che per ogni z e per ogni § reale:

{10)  0'<costante = A, << @,,(#) cos?¥ -+ 2a,,(z) cos £ sen & 4
+ @,4(2) sen®§ << A, = costante < 4 oo.

L & Yoperatore cosi definito:

1 L = > 2 o o
(11) = Qg + anamay + a/”@‘
ii) Q & un aperto limitato del piano z; supponiamo che 2Q
(frontiera di Q) sia una curva di classe C2. [0,\]3¢—2(g)=u(0)+iy(¢)
& la rappresentazione parametrica di 8Q, con ¢ ascissa curvilinea

le di g) non & necessaria alcuna restrizione sull’andamento di I. Nel
teorema 1 del presente lavoro si dimostra che, se vale (5), il termine
||#|lL2() & secondo membro della diseguaglianza si pud sopprimere. Rin-
grazio il prof G. CimmMiNo, che mi ha segnalato il libro di LADYZHENSKAYA-
UraLTzEVA © mi ha aiutato a consultarlo.

(3) Nel lavoro di BErs-NIREMBERG & un cerchio, 1’equazione contiene

le derivate prime e il termine non derivato, il secondo membro f &
funzione limitata.
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e A = lunghezza di 3Q2; ¢ & orientata in modo che il verso dello
spostamento di 2z(y) al crescere di ¢ sia quello positivo (cioé
antiorario).
Per definizione di o, |2(¢)]| =1, 2(¢) & il versore della tangente
a 9Q, —'ié(cp) ¢ il versore della normale esterna a aQ (z = dz/do).
Indichiamo con ¢ una funzione di ¢ classe C'([0,\]) tale che
U(¢) coincida per ogni v con una defterminazione di % logz(g); i)o-

niamo cioé:

(12) H9) = e,  — ig(o) = A3,
Con questa notazione, la curvatura di 9Q:

(13) r=ay—xy (=2

si pud esprimere cosi:

(14) %= =+,

iii) I ® un versore definito in ogni punto z(¢) di 2Q, che rap-
presentfiamo cosi:

(15) | = — iz(o)e®.

Osserviamo che: 3 = multiplo di 2= 4 1’angolo (misurato in senso
antiorario) fra la normale esterna —'i'z(q:) e il versore I (cio& 1’an-
golo di cui la normale esterna deve ruotare in senso antiorario
per sovrapporsi a l); supponiamo che ¥ sia funzione di ¢ di classe
C'([0,A]) e che 3(}) = %(0) (mod. 2x), ciogé 3(A) —(0) & un multiplo
intero (positivo o megativo) di 2.

o+y—7

Si ha: I = e'( 2) = ¢'0, con w=3+r{/—7—2‘, Y definito da (12) ().

(4) Con queste notazioni risulta:
0

2=cosm£+senm2=cos& - +sen ¥—,
i x oy o(— i2) 0z

dove:

i =z K + yi = derivata tangente

0z ox oy

o __ Y 2 _ %2 — derivata normale

a(— é2) ox &y
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Poniamo:

3(2) — (0) 0(}) — »(0)
(16) h=""g k="
h (rispettivamente k) & il numero di giri che il versore ! compie
attorno alla mormale (rispettivamente attorno alla direzione del-
I’asse x) mentre il punto d’applicazione z(¢) compie un giro com-
pleto in senso antiorario di 9Q: ciascuno di questi giri & contato
positivamente oppure negativamente a seconda che il verso della
rotazione di ! & antiorario oppure orario, cio® concorde oppure
discorde con il verso dello spostamento di z(¢). Osserviamo che
k= h 4+ 1; questa equazione segue da (14), che implica:

A
do d3
— ==+ x jxdq;:?‘n:.
d ’
do dy J

iv) Richiamiamo alcuni noti risultati sul problema della de-
rivata obliqua per I’equazione di LarPLACE (°). Consideriamo il
problema:

(18) theale) + tsfe) = 02 € Q) T(elo)l = gp0 <2 <), 1=e'0),

con g funzione holderiana assegnata (per ottenere 1’esistenza di
soluzioni del problema (18), le ipotesi di regolaritdh sopra dichia-
rate per Q e ! sono sovrabbondanti: & sufficiente supporre che !
" e la tangente a 9Q siano holderiane).

Il problema (18) & equivalente ad un problema |di RIEMANN-
HiLBerT con indice uguale a — 2k = — 2h — 2 (h e k sono definiti

(5) Per il contenuto di (iv) cfr. N.I. MuskHELISHVILL [12], pp. 99-109
222223,
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da (16)). Il problema di RiEMaANN-HILBERT consiste nel determinare
una funzione ¥(z), analitica in un dato aperto, che verifica sulla
frontiera dell’ aperto una condizione del tipo: Re x(2)¥(2) = f(2), con
«(z) e B(z) funzioni assegnate; I’indice di questo problema & 1'in-

.1 —— o . .
cremento di - T8 «(z) prodotto da um giro di z in senso antiorario

sulla frontiera dell’ aperto.

(18) & equivalente al seguente problema: trovare ¥(z), funzione
di 2 = x + ¢y analitica di Q, tale che Re e'v¥(z(¢)) = g(9)(0 << » << 1)
Infatti, se u(z) & soluzione di (18), il gradiente complesso ¥(z)=u,—iu,
di % (cio& la derivata della funzione analitica di z = + 4y che
ha wu(2) per parte reale) & funzione analitica in Q tale che.

Re e'0W¥(z({0)) = cos wu,(2(sc)) 4 sen wu,(z(g)) = aai; =g; inversamente, se

¥(z) & analitica in Q e verifica la condizione Re e'w¥(z(e)) = g(o),
2

allora u(z) = Re j Y¥(z)dz & soluzione di (18). L’indice di questo

problema & evidentemente uguale a

— o) + m[O_) _

T

—2k=—2h — 2.

Teoremi noti sul problema di RiemMaNN-HILBERT forniscono, a

causa della connessione sopra discussa, il seguente teorema:
Se b << — 1, esiste una soluzione di (18), comunque si assegni g;
la soluzione generale di (18) contiene — 2k costanti arbitrarie.
Se h =0, esiste una soluzione di (18) se e solo se g verifica 2k +1
condizioni di compatibilita (cioé se g & ortogonale a 2h 4+ 1 fun-
zioni opportune); verificate fali condizioni di compatibilita, la
soluzione di (18) & determinata a meno di un’arbitraria costante
additiva. '

Le soluzioni di cui si parla nel precedente teorema sono, per
definizione, soluzioni di classe C*{Q) con derivate prime continue
nella chiusura di Q. Se w0 < < 1) & I’esponente di Holder di g,
tali soluzioni risultano di classe C1:#{(Q), ciod hanno derivate prime
v-holderiane nella chiusura di Q; si pud inoltre dimostrare che,
se ¢ ha derivata prima p-holderiana, le soluzioni sono di classe

C21(Q) (°)-

(6) Cfr. {16], pp. 830-331. La regolarita delle soluzioni di (18) segue
facilmente dalla rappresentazione delle soluzioni del problema di RiEMANN-
HivLBerT e dalle proprieta di regolaritd degli integrali del tipo di Cauchy;
cfr. [12], pp. 45-55.
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2. - Enunciato dei risultati
TeoreMA 1. - Se:

ds
(1‘1) G—l; + %= 01
allora per ogni funzione u tale che:

(12)  weCQ),  Jylele)) = gle) + costante (0 <g <)),

risulta:

i

ws) [ [ort 42w+ gy < (14 2) (§ (2 —)'as [oras)i+
o 0

o

1 8k, 42 [ .
+ 33 ’j[(Lurdxdy,
Q

dove v & una costante arbitraria; in particolare:

1.3y’ [ (r* + 2s* + )dady < (1 + 5 )(&(p’ +q*)d?./'ld"d¢); +
&

0

A,
+)\L 3 4;_ —/[(Lu)"dmdy
Se:
=]
(14) ® >0,

allora, per ogni fumzione w che verifica (1.2) risulta:

%
(1.5) /} (P4 q* + 7* + 28 + t")dady < C’fgl"da‘: + C"//(Lu)’dwdy,
“ B )

dove C' e C” sono costanti positive che dipendono solo da Q, X, },, 1

OssERVAZIONE 1. - L’ipotesi (1.1} implica (cfr. (16) e il conte-
nuto di (iii). n° 1j:
.
e=>— o [
} ==
0 [

Pipotesi (1.4) implica, per analogo motivo:

wl _

(1.6)

.%l

(1.7 h=>0.
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Da (1.3) segue in particolare che, nelle ipotesi (1.1):
1 Al )\
f f (0 + 25 #)dndy < 5 et e s f f (L) dady

per ogni u tale che:
(1.2y ue CYQ), aa—'l‘(z(q)) = costante (0 < o <1)

Osserviamo che se (1.6) non & soddisfatta, la maggiorazione a priori:

jj(r’ + 28 + t*)dxdy < (costante indipendente da u) //(Lu)’dmdy
o )
con le condiziomni (1.2)

non sussiste per ogni operatore ellittico L.

Infatti, se h < — 2 esistono funzioni armoniche in Q che veri-
ficano (1.2)' e non sono funzioni lineari. Questa asserzione segue
dal teorema ricordato nel n. prec., e si pud verificare con il se-
guente esempio. Sia Q il disco }z:|z| <1}, z=e°0<o¢<2n)
I’equazione del suo contormo, ! =eo—"9)(n =2,3,4,..); si ha:
Y= —ny, dunque h = —n < —2;

4 9 1
51 = cos ('n:y)a—P — sen (ma);

Il

dove ¢, ¢ sono coordinate polari (z = ce?). Si verifica immediata-
mente che il polinomio armonico di grado =:

w(z) = p" sen ny = Im 2"

& tale che:
ou 1ou
cos (no)— — sen (re)-— = 0;
(nel; — sen (ne): 5

dunque #u(z) = p" sen np & una funzione armonica non lineare nel

disco |#z| <1, tale che aal(

Da (1.5) segue in particolare che, nella ipotesi (1.4):

e0) =00 < ¢ < 2r; | = eile—n0)),

ff(pf + gt)dxdy < C” [f(Lu)"dxdy
[y} )

per ogni u che verifica (1.2). Osserviamo che, se (1.4) non &
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soddisfatta, la maggiorazione a priori:

ff(p’ + q*)dxdy < (costante indipendente da u)f[(Lu)’dxdy
[y} ’ (o}
con le condizioni (1.2)’

non sussiste necessariamente: ad es. la maggiorazione non sussiste
das . .
se d_:p + x = 0. Infatti in fal caso I = e'v & costante; allora la fun-

zione wu(z) = x sen v — y cos » verifica (1.2), ha gradiente non nullo
ed & soluzione della equazione omogenea Lu = 0.

Osserviamo infine una conseguenza di (1.3). Il minimo (rispetto
a y) del secondo membro di (1.3) si ha se y & uguale al valor
medio di gu/d(il) sopra 92):

applicando la diseguaglianza di WIRTINGER.

?;(a% )’dm <im § (j—w 5%)2@,

o0

si ricava da (1.3):

ff(” + 28" + )dedy < (1 by )21:(&(;&0 a(a:;i) de Mé%)dw)% N

Pro) PX!

+ % My + Ay ff(Lu)’dxdz

OssSERVAZIONE 2. - Lie maggiorazioni (1.3) e (1.5) sussistono in
una classe funzionale pii ampia di quella definita nelle condi-
zioni (1.2).

DeriNizioNe: V(g) & la chiusura in W22(Q) dell’insieme di
funzioni che verificano (1.2), essendo g un’assegnata funzione di
classe CY[0, 2]), con g(0) = g(}), g'(0) = g'(\) (osserviamo che Vig) &
convesso, non lineare se g &= 0; V(0) & lineare).

Tenendo presente quanto & ricordato nell’introduzione sulla
definizione di norma in W22(Q) e sulla traccia sopra pQ delle de-
rivate prime delle funzioni apparteneute a W=22Q), si constata
immediatamente che (1.3) e (1.5) sussistono per ogni ne V(g).
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Segue subito dal Teorema 1| questo teorema di unicita:

TEOREMA 2. - Supponiamo % +=2=0 e consideriamo il pro-
blema: (i) we V(g), (ii) Lu = f, dove fe L(Q).

Due soluzioni del problema (3)-(ii) differiscono per una funzione
lineare; se % + x £ 0, la differenza fra due soluzioni del problema
(8)-(¢¢) & costante.

DiyvosTRAZIONE. - Lia differenza di due soluzioni di (i)-(ii) &
una soluzione u e V(0) dell’equazione omogenea Lu = 0; allora, per
(1.3) (cfr. la osservazione 2), le derivate seconde di # somo quasi
ovungque nulle: questo implica, per un noto teorema sulle derivate:
generalizzate, che u & della forma wu(2) = ax + 8y + y. Se poniamo-

o = («® + (3")5’ cosd, B = (x? 4 p*)% sen d, si ha:

u R 1 dv dy
21 = cos w-+B8sen w=(«?+482)2 cos (w—3); pertanto, se E‘;T—I{’_I— xE0

la condizione %" = costante implica «* 4 8* =0, cioe u(z) =1y.

TEOREMA 3. - Supponiamo: ¢Q di classe C3, 1 di classe C?,
5 ,
% +%2>0, h =0 (cfr. (16) e la osservazione 1). Dale comunque

ge C(0Q) e fe L¥RQ), esiste una soluzione del problema:

ue V(g) Lu=f.

3. = Dimostrazione del Teorema 1.

LeMiaA. - Se u ¢ tale che:

(3.1) we C@), el = glo) ©

IA
-e
IA
-

st ha:
i 1 as
(3.2) / f (rt — s*)dxdy = § (»* + g% (d—cp + x)dv +
o) Fo)
ou -
— § e
o)

Ricordiamo che d3/ds + x = dw/ds, dove w & I argomento di 1.
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DIMOSTRAZIONE. - Se ue C¥Q), si ha:

,t— gt L0504 dl’) 12 0q _ 52)
vi s_)ax(pay an aypaac Bz )

dunque:

) . 1 aq q ep\, .
(3.3) ff(rt — sYdxdy = 5 § (Pay qm) dy + (pax - qax)dx =
Q + o0
1
=3 ‘§ pdg — qdp.
+20

Evidentemente (3.3) sussiste se ue C*<Q). Poniamo:

m= a(u)("’“"‘?” = — sen wp(2(¥)) + cos wg(z(e)),

n = Zele) = cos wplefs) + sen wglsle);

risulta:

pla(¢)) = — msen » + ncos v, qlzle)) = mcos » - nsen v,
quindi:
(3.4) pdq — gqdp = ndm — mdun + (M 4 n?)do =

dm dn
T mdw+(p +q)( +x)
Integrando per parti e tenendo conto di (3.1):

dn

2
(3.5) f(n%—l — d")do = nm m dtn =

v
o

X
=— 2/ mgde.
)

Da (3.3)-(3.4)-(3.5) segue (3.2).

OSSERVAZIONE. - Nel caso che Q sia il disco }z:|z| < RY, si
pud ritrovare facilmente la formula (3.2) calcolando con le coordi-
nate polari: x =pcoso, y =psenc¢(p=0, 0 <o < 2x). Per questo
proposito si deve ricordare I’ espressione dell’ hessiano in coordinate
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polari:
w2
(74 a_PF’ (]
{3.6) ri — st = =
9 (111, ) Lu + 1u
o\ p (4 Pz ¢ 0 (4
1 2% u',
2 _—
29( wet Paw(“"’u”’) % p )

e la formula di integrazione che si deduce subito da (3.6):

R 2m

{3.7) fpdp_/-('rt — s?)dov =

[}

2
1 2 1
=5 f [u’p(Re'?) — RuQ(Re"P)ul,,cp(Re'?) + E,M’Q(Re@) do.
o

Le formule (3.6)-(3'7) consentono di verificare la formula (3.2)
con alcuni esempi indicativi. Consideriamo

u(z) = f(¢” sen ny) (=1, 2, 3,..)
con [ funzione di classe C?2; si ha:
Uo
cos (no)u, = sen (ngo)? =0,

cioé la derivata di % mnella direzione I = e'¢—79) & nulla iden-
ticamente.

Essendo: ‘% (argomento di l)=1 —n <0, per (3.2) ’integrale
dell’ hessiano <‘1i u, esteso ad un disco qualsiasi, deve essere <O0;
applicando (3.6)-(3.7) si trova infatti:

nin—1)a

— 2 _
rt —s % 69

pn —2f"¥(p" sen ny),
R 2 .
f pdp j (rt — s?)dy = "—‘i——R an—2 / ' ¥(R" sen ng)dp < 0.
0

[}

Consideriamo:

w(z) = pme —(m+nYp gen ny mM=2;n==x1, *2.);
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la funzione % & di classe C?, si ha:
up(e™) cos ng -+ uy(e'?) sen ny = 0,

che esprime I’ annullarsi, in ogni punto della circonferenza z=e'¢;
della derivata di u nella direzione ! = el¢+n¢. Applicando (3.6)

si trova:
114

R 2
fpdp](rt — 8?)dg = nie — Am+nin(l 4- n);
0 0

in accordo con (3.1), il segno di questa quantitﬁ e il segno di

d .
14+ n= & (argomento di I).

Dimostrazione del teorema 1. - Sia w una funzione che verifica
(1.2). Si ha (cfr. [14], LEMMA 1):

(1.15) r? 4 28° + £ 4 24(rt — s°) < B(Lu)2,
dove A, B sono costanti tali che:

1 K, K, Az —1 .
‘1.16) A > 2(1—{_2 + I_Cl): B2 2_AK1K’ —_ I{QI — K22’

an @,
in queste formule K, e K, sono gli autovalori della matrice ,
ciod: Gz

1 1
Kl = é(a'n + a,,) - §V(a’1| - a,,)' + 4a?u H
1 1 - —
K, = Q(“n + a,) + Qvl“n — Qy4)° + 40, ,
)‘1 < Kl < KzS )‘r

Per (1.15), il LenMA, o la diseguaglianza di ScHEWARTZ:
as
@18 [[o+ 2t ey < — 4§+ a0 (F +4)as +
Q 20 (P_
ou .
+ 24 § (a(Tl) — y) gdo + Bff(Lu)’dxdyS
o . Q

<— 2§+ oG +)de +2a( § (5 — 1) ae f ‘é’d«p)% +
cf )

o

+ B / [ (Lu)*dacdy ;
%
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dunque. se vale (1.1) oppure (1.4):

(1:19) f‘/'('r2 + 2s" + ;ff)dxdys 2A( § (a—f% - Y)?d?oj?.‘(},d?)é +

o] 20

+B f f (L) dady. (% + 7.20).
(¢}

Come & noto, esistono due costanti positive C,, C, (dipendenti
solo da Q) tali che:

(120) [ [ (0 + qdady < €, § (5° + ads + €, [ [ "+ 25% + )z
o . 0 a

naggiorando il secondo addendo al secondo membro di (1.20) con
(1.18) (con vy = 0) e utilizzando la diseguaglianza:

PR
(1.21) 2( & (p* + ¢*)de / .t}’d?)% <
P H
2

1.
s Qv tifoa >0,
20 0

si trova:

(1.22) j'f(p" + ¢*\dxdy < § [C, —C,A (3—: + 2 — s)](p" + g%)do +
Q oq

2
1 " [
+ -C,4 / g*d¢ + C,B /‘) (Lu)dxdy;
°o o)
. . ds
se vale (1.4), si pud prendere s cosl piccolo che E—l_ x—e>0, e

=)
la costante A cosi grande che C, — CIA(\Z—? + -/.——a) <0, quindi

con tale scelta di A:

v

X
(1.29) [+ avdmdy < S0t [ as +
‘Q 0

+ C,B / [(Lf;«,)?dxdy (% Fx> 0).'
(o} !
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Da (1.19) (con y = 0) e (1.21) segue:
%

(1.24) [ f (r? + 28 + t)dxdy < %A / g'de +
Q 0
+ Ae § (p’+4q%de + B ’f(Lu)?dxdy;
20 ‘a

come & noto esistono delle costanti positive C,, C, (dipendenti
solo da Q) tali che:

(1.20) § (vt + i < €, [ [(0" + ardody + €, [ [ ¢+ 25° + 1wy
20 [} o

inserendo questa disuguaglianza in (1.24) si trova:

I8
2 2 2 A ~? .
(1:26) f_[(r + 28 + #)dady < m,/ g'ds +
o 0

B . A L
+ 1= EAC‘.[[(L%)-dxdy+1—_—:—‘40403.[[(17 + g%)dacdy.
Q o

1
(°<€<:4‘c:)

Da (1.23)-(1.26) segue (1.5). La diseguaglianza (1.3) segue da (1.19)
minimizzando la costante B, come & qui appresso indicato.

Ricordando le limitazioni ), < K, < K, <), e tenendo presente
che, come segue da (1.16), A > 1, si ricava facilmente:

A?—1 < ) (A . 4*—1 .
JARK, — K, = K, = max 27 LRy VW Wy s O
1 Aty
m(A —+ 1) se A =—% 2)\[
= At —1 % A+ e ’
_2A)‘|)‘z - >‘21 - )"z s 4 = 2)‘1
N . e )‘] + >‘2 . P
il terzo membro & minimo per A = oy © il suo valore minimo
1

1
¢ e Bl )

OsSERVAZIONE. - La diseguaglianza (1.20) si pud precisare cosi
se Q & un cerchio: se # & una funzione di classe C® mel disco
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2] < R, si ha:

27
20 [[ '+ quedy < R [ 1(Rei) + g'(Rew)) Rl +
[ei<R ] 0
+ f/ (x® 4+ y°) (r* + 2s® + ttdxdy (7).
izl<r

Peor dimostrare (1.27) si passa in coordinate polari (x =pcoso,
Yy = psen ¢), tenendo presente che (cfr. (3.6)):

i
(1.28) P+ ¢t = ut + Eu’q,,
\ a1 \? 1 1\
P4 28 + 1 = w'y, + 2(5; Eu@,) -+ (P—2u¢¢ + —Pup =

=ut +(—a£u )2'
oe dp p o]

si stabilisce la diseguaglianza:

R R
[ eatere < By + [ prgrode,
0 )
dove g & funzione di classe C' nell’intervallo [0, R](5); con questa

(") La diseguaglianza (1.20) si pud dedurre da (1.27), applicando I’in-
sieme Q nel disco |z| <1 con una trasformazione conforme. Ricordiamo
che //(V u)2dxdy & un invariante per trasformazioni conformi.

(8) Integrando per parti:
R
) et B o, R?
/ eg%(p)de =3 9%(p) L - f ¢*9(e)9' ()de = 5 ¢*(R) +
€ 3

R R R
R? 1 1
+ f P2l g(e) 1032 g'(P) | 7 = G5 g*(R) + 3 f eg?(e)de + 3 f 2%9'*(p)dp;
€ E €

ne segue, risolvendo rispetto a f pg3dp:

R R
[ eatioro < Brgrm) + [ o3g(erar
€

€

per e — 0 si ha la diseguaglianza da dimostrare.
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diseguaglianza si maggiorano gli integrali rispetto a p:

2r

21 R 2r
g ; o 6

fdo p—d <Rff "‘R”)d +fda>] ( )pdp

La diseguaglianza (1.25) si pud cosi precisare se Q & un cerchio:
se u & funzione di classe C*® nel disco |2| < R si ha:

(129) o [ [p'(Rei0) + q'Ren) Bio < [ [ (9 + qihdmdy +
lz| <R

+|[] @+ asay /(m*+y)u + 25° + )dady .
lzlI< R l=|

Per dimostrare (1.29) si procede cosi:

R
, 1 . Lo f ., W
s R [uﬂ,(Re'?) + F,u?_,,(Re'?)] = Qfa—Pp* (’u'p + '_(P) dp =
[

2
R R R f ]
= Jelor Bt oo+ 5 oo S+
R R
ol el (35 e < f o
0 o

R
+ f (p* + g% 5(r + 2s* + f2)3pdp,
0

2m
%R / [ufr,(Re‘?) + Iszu?@(Re"(P)] Rdy < / f (P* + q®)dxdy +
0 Jzi<R
+[[ 0+ e+ g+ 2+ 19} daay,
[z <R

e si applica la diseguaglianza di Schwartz per maggiorare il se-
condo addendo.
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4. - Dimostrazione del Teorema 3.

E sufficiente dimostrare il teorema nel caso g =0. Infatti,
essendo per ipotesi =0 e ge C?, per il teorema citato in (iii),
n°® 1, esiste una soluzione ve C%({2) del problema:

Av =0, g—;)(z(c?)) = g(9) + costante

con una opportuna scelta della costante.
Allora, se cerchiamo la soluzione u del problema (i)-(ii) nella
forma 4 = v 4+ w, la funzione w & soluzione del problema:

we V(0). Lw = f — Lve L¥Q).

E conveniente introdurre lo spazio V, quoziente di V(0) rispetto
alla classe delle funzioni costanti in Q (ricordiamo che V(0) & li-
neare); in altri termini V & I’insieme delle (classi di) funzioni
del tipo: u + costante arbitraria, con u e V(0). Poniamo:

(3.2) lu|tv = f/(p* + q° + r® 4 2s? + t¥)dxdy.
Q

Osserviamo che V & uno spazio di Banach rispetto alla norma
{3.2)..Bvidentemente (3.2) definisce una norma in V (infatti una
funzione di classe W22%{Q), con derivate prime quasi ovunque
nulle, & costante in Q); dimostriamo che T & completo. Sia |, |
una successione di funzioni tali che:

u,€ V(0), |u,, — u,|jv— O(m, n — + oco).

‘Osserviamo che, se £ & una costante:

83 Ju—kPwe@ = [ ['u—kpdady + fulv > ulfv;
o)

per la diseguaglianza di Poincaré:

f / (4 — ug)tdxdy < (costante) / / (p* + @®)dxdy < (costante) | u [ty

Q Q 1
(0= s [ | waan)
Q

dunque:

{3.4) [| v — uq llwe, 2(0) < (costante) | u|v .
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Per (3.4) la successione di funzioni %', = u, — (#,)o & tale che
o' — %' [we, 2(0) — O(me, B — + o). Esiste allora uwe W22Q) tale
che | o', — u|lw2,2(9)— 0; poiche V(0) & chiuso ed evidentemente
u, € V{0), risulta we V(0); infine, per (3.3), si ha: |u, —ulv <
<||%'.— u|w2,2(0)— 0. Questo prova la completezza di V. Osser
(viamo che, per ogni fe L), il problema:

3.5) ue V\{0), Au=f

ha soluzione (unica, nella classe V). Sia infatti f,e C,(Q) tale
che | f— f.[lt2¢y—0; per D'ipotesi h =0, e C? e per quanto detto
nel n. 1, esiste una soluzione %, del problema:

u, e CYQ), Au,="f., ?ail"(z(eg)) = costante (0 < ¢ <)),

con una opportuna scelta della costante (in dipendenza di ). Per

. . ay .
V’ipotesi ‘%+ x>0 e il teorema 1:

[ — w0, || v < Col|fn — FullL2(),

dove la costante C, dipende solo da Q. Allora, per la dimostrata
completezza di V, esiste una funzione u € V{0) tale che ||lu—u,|y—0;
evidentemente:

A% — fllLeey < |If — falze@) + V2||w —u, |v, dunque Au = f.

Stabiliti la completezza di V e il teorema di esistenza per il
problema (8.5), la dimostrazione del teorema 3 si conclude con una
tecnica standard. *

Accenniamo al procedimento. Si definisce L, = kL + (1 —k)A
per 0 < k<1, I'operatore L, verifica una condizione del tipo (10),
con delle costanti indipendenti da k, dunque per il teorema 1 si
ha la maggiorazione a priori:

(3.6) lulv < Cll Liwfee)  (we V(0)),

con una costante C indipendente da k.

Si chiama E I’insieme dei k(0 <k <1) tali chc I’equazione
Lyu = f ha soluzione u e V(0) per ogni fe L¥Q).

Per quanto & sopra dimostrato, k== 0 appartiene ad E; serven-
dosi di (3.6) e della completezza di V, si dimostra che se k,e E,

. 1

allora ogni k tale che 0 <<k <1, |k —k,| < TR+ %, F s ,' ap-
partiene ancora ad E. Ne segue che k=1 appartiene ad E, cioe
I’ asserto da dimostrare.

35
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