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Théorémes de comparison pour les systémes elliptiques aux
dérivées partielles du second ordre.

par Ioaxn A. Rus

Résumé. - Si dimostrano teoremi di comparazione per sistemi ellittici
quali generalizzano dei risultati ottenuti da G. Cimmino.

Dans cette presente note nous nous proposons de donner une
généralisation d’un théoréme de comparison de G. CiMMINO pour
les systémes elliptiques aunx dérivées partielles du second ordre.

1. Considérons les systdmes

(1) ai:[ wl, 1 J)- +A42(x, '.’/) ]
o A, 9 g+ A, )5+ A, e = 0
@ | Bute, )2+ Bute, 2|+

0 ov v
+ 5 [anc, %) o + Bulz, y) @] + By, ylo=0

o 4;;, By, 4, j=1, 2, A,, B,, sont des matrices carées définies
sur QC R* (Q est un domaine borné), u(x, y) = (U, Y), ..., u,(, y)),
v(x, y) = (vx, Y)y..., V{2, ). G. CiMMINO a démontré /1/ en 1936
le théoréme suivant

TreoREME. (G. CimMiNo). — On suppose

1. 4, Byj, 4, j=1, 2, A,, By, sont des matrices carrées qui
€ C(Q) et A,7, B;; € CHQ).

2. Les matrices d’ordre 2n

sont positivement définies dans Q.

Au Al2
AlQ B?’Z

BH BL'Z
Big B:m
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3 Les matrices

sont positivement semi-définies dans Q:

Alors, si I’équation (1) a une solution non-banule, u = u(x, ¥),
telle que u|, =0, le déterminant de chaque matrice-solution du
systéme (2) ne peut pas étre différent de zéro dans tout le domaine Q.

Ce résultat a été généralisé en 1962 par L. M. Kuks [2].

Le but de cette note est de donner des théorémes de compa-
raison encore plus généraux.

A“. - BH Al? - Bl?

B -
A — B,  Awp — By o — 4

2. On considére les systéemes

"

@ Iw= 3 2 |a,m2 ]+2A(x) | A =0

4, 1=1 ax
4 M) =  [Bw) o] + Biao =0
i, 7=1

ou A;i= A, Byj= B,,, t, j=1,.., m, sont des matrices carrées
d’ oxdre #, définies sur Q- R™, qui € C'(Q) et 4,, B,, des matrices
carrées qui € C(Q). De plus Byj, 4, j=1,..., m, et B, sont symétri-
ques.

Nous avons le résultat suivant

THEOREME 1. - On suppose que

m
1. 3 A >0, pour tout 1, e R, k=1,.., m, || AE )
=1 :

ni n
2 Byt >0, pour tout 1, e R*, k=1,..., m, X||%:||3=0 (Condi-
i, =1 1=1

tion de SoMIGLIANA).

hed

" m .
2. 3 t(diy — By — X t,Ar50 4+ 14(By — 4oty =0 pour tout
i, =1 =1
eR, £k=0,1,.., m
Si I’équation (3) a une solution non-banale, u = u(x), telle que
'“’Wx‘ =0, alors le déterminant | T'| de chaque matrice-solution, T,

if af) T-' sont

symétric_lues, ne peut pas ére différent de zéro dans tout le do-
maine Q.

du systéme (4), pour la quelle les matrices (,_.B
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DEMONSTRATION. — Soit # = u(x), une solution non-banale du
sistéme (3) et u|, = 0. Alors I’égalité

m 9 23
2 (u"‘A,, - ) =

i =1 €x;
) m m oy ou
= w*Lu — X o'u,-l—Za — Ay —
=1 i ,1=1 0x; amj

implique

™ au* ou » ou
A o s R =
f( . 3&31 A'j amj ,f w A.a 2z u A )d.’t 0

%)=

On suppose maintenant qu’il existe une matrice-solution, T,
du systéeme (4) telle que | 7|0 dans Q. Dans ce cas

mopu¥  u
UT 1% n, B e
—/L'lzil 0% A4 0x; rEl A u*Au +
w9 8T
Pl -1 N _
tw (:, =1 0%; (B,, axj)) T4 Bo“] dx = 0.
au*
i ]'—1 X: ’ =
ou oT _ % u 3T
+"'7=1(a” 0 “) B"(E‘ET '“]d”=0

En vertu des condition 1 et 2 il résulte que # =0, dans Q,
donc une contradiction.

THEOREME 2. — On peut remplacer la condition 2 du théoréme
1 par la condifion suivante

2, Z (A4 — Byi)r; —I-,_.r,A‘r +To —i—Z ——A >0
7

3, 7=1 =1 =1 ox. ¢

pour tout r, e R*, k=0, 1,..., m

DEMONSTRATION. ~ On utilise maintenent P’identité suivante

m g ) m ok ou
E—(E u*A,;——}—uAu)—-u"‘Lu—i— 2 — +
=1 0xs j=1 1, j=1 0x; ax

a“* m i
Au+ S u* u — u*Au.
1 ax" =1 Bx,-

m
+ 3
=



THEOREMES DE COMPARAISON POUR LES SISTEMES ELLIPTIQUES, ECC

489
3. A Yaide @’une méthode donnée par M. H. ProrTER [3] on
peut généraliser les théoréms 1 et 2 un pen. Soit F = Fy(x) des
matrices carrvées définies dans Q, qui e CYQ). Alors, pour tout
u = u(x) = (uy(x), .., u,(x)) telle que u|, =0 on u

f[Z — (wW*Fu)|d

Il en résulte aunssitot

=0.

THEOREME 3. - On peut remplacer la condition 2 du théoréme 1
par la condition suivant

2”. Il existe les matrices carrées F; qui e CYQ), telles que
n

L] m
2 tf(Ai— B,jir] + 2 t(F; — At + 2 wFp +
1, =1 1==1 =1
F
+T°(B +3‘ 0)1020
pour tout r, e R", k=0, 1,.

TaEOREME 4. - On peut remplacer la condition 2’ du théoréeme 2
par la condition suivante

2’7, 11 existe les matrices carrées F;, qui e C'(Q), telles que
"l

b Tt(Au - BU)’I + T:(A -+ Fz)fo + ToFcT;' =+
1, =1 =1

2
‘I“"'o(Bo"‘,2 a—x—(Au'*‘F)'— o)"’o>0
=1 i
pour toute v, e B*, k=0, 1

4. REMARQUE 1. - Dans les théorémes 1 ef 2 on ne suppose
pas la symétrie des matrices 4;, 4=1,..., m, comme il a été le
cas dans [2]).

REMARQUE 2

- On peut appliquer les théoreémes 1-4 pour
donner (de la méme maniére que dans [1] et [2]) des conditions

dans lesquelles le probléme de DIRICHLET pour le systéme (3) et
le domaine Q a une solution unique
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