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Théorèmes de comparison pour les systèmes elliptiques aux
dérivées partielles du second ordre.

par IOAN A. Rus

lî ésumé. - Si dimostrano teoremi di comparasione per sistemi eliittici i
quali generalissano dei risultati ottennti cla G. Cimmino.

Dans cette presente note nous nous proposons de donner une
généralisation d'un théorème de comparison de Gh CIMMINO pour
les systèmes elliptiques aux dérivées partielles du second ordre.

1. Considérons les systèmes

(i)

'eu dit]
) ÏÏ + Ai2(x, y) - j + At[x, y)n = 0

+ ^ [B„(X, y) "£ + Bi2(x, y) ̂ ] + BJLx, y)v = 0

où Ajj, B4j, i, j = 1, 2, Aa, JB0, sont des matrices carées définies
sur QczRm (O est un domaiue borné), u(x, y) = (ui{x, y),..., %t„(x> 2/))?
v(x, y) = {vt(x, 2/),..., vjx, y)). G. CIMMINO a- démontré /!/ eu 1936
le théorème suivant

THÉORÈME. (G. CIMMINO). - On suppose

1. Atfi Btj, i, j= 1, 2, J40 , BQ, sont des matrices carrées qui
e C(O) et Ad, BH e C\Ci).

2. Les matrices d'ordre 2w

\\A i l

Il Ait Bu || '

sont positivement définies dans O.
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3 Les matrices

^11 At2 Bi2 R .

«ont positivement semi-définies dans O:
Alors, si T équation (1) a une solution non-banale, u = u(x, y),

telle que u\r = 0, le déterminant de chaque matrice-solution du
système [2) ne peut pas être différent de zéro dans tout le domaine Ö.

Ce résultat a été généralisé en 1962 par L. M. KUKS [2].
Le but de cette note est de donner des théorèmes de compa-

raison encore plus généraux.

2. On considère les systèmes

<3) L{u) = ï - | A f j ( x ) - f + S Ai(x) — + AJiu\u = 0

m f ÓV

<4) M(v)= S B ü ( x ) -

OXL A4j = AU> B4j = Bij, i, i = 1,..., m, sont des matrices carrées
d'ordre w, définies sur S CI i2m, qui e C^Ö) et i l0 , Bn, des matrices
carrées qui e C(O). De plus JB^, h 3 = !)»•) w*j et J50 sont symétri-
ques.

Nous avons le résultat suivant

THÉORÈME 1. - On suppose que

1. 2 v l r f T ; > 0 , pour tout Tf te Bn, k= 1,..., m, ^ | | ^ | | # = 0

S T,B,,T; > 0, pour tout rK 6 i?", A; = 1,..., m, S | | ^ | | =|=0 (Condi-

tion de SOMIGLIANA).

2. S Tt(,4(.y — B/y)T; — 2 T0A<Tf
# + TO(5O — ̂ 0)T"; > 0 pour tout

i, }=1 t=l

TAe Rn, k = 0, 1,..., m.

Si l'équation (3) a une solution non-banale, u = u(x), telle que
i*ir = 0, alors le déterminant \T\ de chaque matrice-solution, T,

/m gy\
du système (4), pour la quelle les matrices SJBtf-—) T~l sont
symétriques, ne peut pas être différent de zéro dans tout le do-
maine Ö.
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DÉMONSTRATION. - Soit u = u{x\ une solution non-banale du
sistème (3) et u\r = 0. Alors F égalité

V I "ii A \

i ;^i dX{ \ cXj}

*** du *** du* du
= u*Lu — S ït*j4t- u*AQu + S -— AÜ -—

implique

On suppose maintenant qu'il existe une matrice-solution, T,
du système (4) telle que | T|=j=O dans Ö. Dans ce cas

H » du* M du ï | _ du

û %tl

+ UV\itJ=1dcr^ ö ^ r

d'où

Ç\ »* du* du m du

J lf=1 * S ( ^ - * < • ' ) ^ - , ^ ^ . - s ; + ^ B . - 4 j - +

En vertu des condition 1 et 2 il résulte que u = 0, dans Q,
donc une contradiction.

THÉOBÈME 2. - On peut remplacer la condition 2 du théorème
1 par la condition suivante

m m / m fl A \

2'. S MAtj - B,;,)T* + S T^,T; + T. I B, + S —^ - Ao T0 ̂  0

pour tout TA e i2", A; = 0, 1,.;., m.

DÉMONSTRATION. - On utilise maintenent l'identité suivante

™ eu* du
u*Lu+ S -—An— +

d d

m d (ni du
2 — 1 2 u*Ao —
•=i dXi \j=i dXj

» du*
S -—
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3. À l'aide d'une méthode donnée par M. H. PROTTER [3] on
peut généraliser les théorèms 1 et 2 un peu. Soit F = Ft(x) des
matrices carrées définies dans O, qui e Cl(Ö). Alors, pour tout
u =u{x) = (Ui(x),..., un(x)) telle que w| r —0 on a

r\m d 1
S —(u*Ft%i) \dx = 0.

J U=idXi |

II en résulte aussitôt:

THÉORÈME 3. - On peut remplacer la condition 2 du théorème 1
par la condition suivant

2". Il existe les matrices carrées Fi qui e C'fÖ), telles que

m
S T,iAd - B,i)r* + S ^(F< - Atf + S

l L

pour tout TA e JR", h = 0, 1,..., m.

THÉORÈME 4. - On peut remplacer la condition 2' du théorème 2
par la condition suivante

2". Il existe les matrices carrées Fi, qui e C'(^), telles que

m

i

pour toute -zk e i2", & = 0, 1,..., m.

4. REMARQUE 1. - Dans les théorèmes 1 et 2 on ne suppose
pas la symétrie des matrices Ai, £ = 1,..., m, comme il a été le
cas dans [2],

REMARQUE 2. - On peut appliquer les théorèmes 1-4 pour
donner (de la même manière que dans [1] et [2]) des conditions
dans lesquelles le problème de DIRICHLET pour le système (3) et
le domaine fl a une solution unique.
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