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Fanzioni coseno périodicité.

ENRTCO GIUSTI (Pisa) (*)

Soin ra ar io. - Si studiano funsioni '* cosew o" periodieke in spa si di Ba « ach-

0. - Introduzioiie.

Sia X uno spazio di BANACH con ïiorma | | - | | . Una funzione-
coseno C [2] [4] [5] è un'applicazione della retta reale IR in
£(X, X){1), continua nella topologia forte, e verificante lerelazionii
(1) C(t + s)+ C(t - s) = 2 C{t)C(s) V t s e IR1

(2) C(0) = I.

I l generatore di una funzione coseno C è l'operatore lineare
chiuso

A = C"(0)
con dominio:

È noto [6] [1] che affhichè un operatore chiuso A con dominio-
DA denso in X generi una funzione coseno è necessario e suffi-
ciente che la funzione

(3) B\l) = IR(V, A)

verifichi Ie relazioni :

dove M ed o) sono costanti non négative {A; = 0, 1,...).
In questa nota si ricercheranno Ie ulteriori condizioni da im-

porre all 'operatore A affinchè la funzione coseuo da esso generata
risulti periodica (di periodo 2TT).

Nel § 1 si dimostrerà il seguente teorema:

TEOREMA [1.1]. - Sia A un operatore lineare chiuso, generatore
di una funzione coseno C in uno spazio di Banach X. Condizione

(*) Lavoro eseguito neirambito dei Gruppi di Ricerca del C.N.R.
(4) 2(X, X) è algebra degli operatori lineari continui di X in X.
(2) CA(1R; X) è lo spazio delle funzioni definite in IR a valori in X, fe

volte differenziabili con continuità nella topologia di X.
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necessaria e sufficiente affinchè sta C(t) = C[2-n + t) è che la funzione:

(5) Q(k) = (1 - e-»*) F(l)

risulti analitica intera.
Nel §2 si esaminerà la convergenza della " serie di F O U R I E R "

di C.

1. - Dimostrazione del teoreina [1.1]

La nécessita segue dalla seguente relazione, valida per X ={=?*&
(k intero):

(6) F{1) = (1 — e-sjrxj-i /e-uC(t)dt.
o

La (6) è conseguenza immediata della . periodicità di C se
i2eA;>0; iu generale si puö A7erificarla direttamente ricordando
Ie (1), (3) ed osservando che per x e DA'-

— x

Per provare la sufficienza stabiliamo dapprima il seguente
lemma:

LEMMA [1.2] - Sta A generatore di una funzione coseno e tale
che Q(X) definita in (5) sia analitica intera. Allora il risolvente
R(A, A) = F(VmV^(3) è una funzione analitica nelVintero piano X
eccetto al piu i punti X = — k% (k intero) net quali ha un polo del
primo ordine.

DIMOSTRAZIONE. - Ovviamente R(k, A) è analitica per X non
reale negativo. Se X —* — s* (s > 0 non intero) con parte immagi-
naria positiva (risp. negativa) VX̂  tende ad is (risp. — is). In ogni
caso

(7, R(ï,A) ^ ^

dato che F(l) = — F( — X).
Che nei punti X = — k~ {k intero) il risolvente abbia poli del

prim' ordine segue immediatameute dalla (5). I residui in tali
punti sono gli operatori:

(8)

0 "~ 2TT c.T.d.

(3) Si sceglie per V^ la deterrainazione per cui J2eX>0—
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Possiamo dimostrare ora la seconda parte del teorema. Sia
G{s) il semigruppo analitico generato da A (vedi [1]). Basterà pro-
vare che \/-t e IR, \f-s > 0 e \/-x e X si ha:

(9) G{2T, + t)G(s)x = C{t)G(s)x.

D'altra parte [1]:

(10) C(t)G(s)x = (2tt*)-i ^cos{V^ït) ei'R(\ A) dl
r

dove r = F+ y r_ , essendo

r ± = I X e G : X = e + Te±i9; 0 <^ T < + oo I

cou £ > 0, ^2 < © < 't ; ed il senso di percorrenza di T è tale da
lasciare a sinistra 1' origine.

La (9) segue allora, per il teorema dei residui, dalla (10), in
virtu del lemma [1.2] e dell' assoluta convergenza dell' integrale a
secondo membro di (10).

2. - Sviluppi in serie di Fourier.
PROPOSIZTONE [2.1] - Gli operatori Pk definiti dalle (8) hanvo

le seguenti propriété :

(11) PkPh = ZhkPk

(12) Posto Vk = Pk(X) si ha Vk = I x e DA : Ax = — Wx I

DIMOSTRA-ZTONE. - Siano Gk e GH due cerchi di centri — k*,
— h2 e raggi pk e pn rispettivamente (ofc < ph < 1).

Si ha:

PkPh = ( ) [ ( )
c
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Yeniamo ora alla (12). Se x e X, allora

Pkx = (2*»)-* f R(\ A)xdk

per cui PkX e DA ; inoltre

APicX = (2ir*)-i / (XB(X, A)x — x)dl = — tfPkx.

Yiceversa se x e DA ed Ax = — k'!x, allora R(l, A)x — (k + fc2)—!x,
per cui:

Pkx = I2TTÏ)-I AX + &»)-JxdX = o;
c* c.v.d.

È evidente che se x e Vk ed /"(X) è una funzione analitica in
un intorno di — k', allora

f(A)x = A - *»)».

In particolare xe Vk'-

C(t)x = cos (kt)x-

TEOREMA [2.2] - Se x e DA allora

(13) ? cos (kt)Pkx= C(t)x
fc=o

uniformemente in t.

DIMOSTRAZIONE. - La serie a primo membro converge unifor-
memente. Tnfatti, essendo [|Pft||<M, si ha:

V̂ N

|] 2 Gos(kt)Pkx\\^M\\Ax\\ 2 k-K
k=n k=n

Sia C0(i)a; la somma della serie a primo membro; la funzione
C0(t)x - C(t)x è tale che

277

fe*t[CQ{t) — C(t)\xdt = 0 V*: intero
o

e quindi C^(t)x = C(t)x.
c.v.d.

La questione della convergenza della serie a primo membro di
(13) resta in generale aperta; nel caso perö in cui X sia uno spazio
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di HIL.BERT si puö dimostrare il seguente teorema:

TEOREMA [2.3] - Sia C{t) una funzione coseno periodica di pe-
riodo 2-ïT in uno spazio di Hubert H. Posto:

(14) Pk =

1 j '
- j e-M C(t)dt k 4= 0

allora per ogni x e H :

X cos (kt)Pkx = C[t\x

uniformemente in t.
La dimostrazioue sçguirà da due lemmi:

. LEMMA 2.4 - Siano (x, y) il prodotto scalare ed \\x\\ la norma
in H. Il miovo prodotto scalare

(15) , C(t)y)dt

induce in H una norma \\\x\\\ equivalente alla norma \\x\\.

DiMOSTRAZiONE. - i) {(x, y)) è un prodotto scalare. L'uuica
proprietà forse non evidente è la disuguaglianza di SCHWARTZ.

Si ha:
2r 2 -

\((x,y))\<f\(C(t)x, C(t)y)\dt<l\\C(t)x\\ \\C(t)y\dt<,

277
1/2

ii) Bisogna dimostraziore ora che esistono due costanti posi-
tive v e u. tali che:

(16) v||a;| | .£| | |x-| |«£|t| |a| | V*eH.

La seconda di queste disuguaglianze è ovvia, dato che
II C(t) II < M. Per xe H e 0 < s < l poniamo :
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Dalla (1) cou s = t = u/2 si ha:

x + C{u)x = 2C*(u/2)x
cui, se ue K&:

2M\\ C(ul2)x\\ ^ 2 1 | C%u/2)x|| > ( 1 - e) ||x11.

Sia ora e < l/(2ikf + 1) ; allora

6||a5|| \f-ueK,
•ed analogamente

|| C(2TT - tt/2)o;|| - || C(u/2)x\\ > e || x\

Da quanto detto segue che per s < (2M + 1)—* i tre insiemi Kt.

Ji = | t6[O, ir]: 2<eif£ |

J'e = j * e [TT, 2TT] ; 2TT — ̂  e JE \

-sono a due a due disgiunti, misurabili (poichè taie è 2TJ, ed
iuoltre :

H17) mis (Je U J'e) = mis K£ < ? r .

Dal la (17) segue la p r i m a d i seguag l i auza (16); infat t i

27Ï 00

)»!!1* = 2||a;||2j s mis j *6 [0, 2*] :

0

c.v.d.

LEMMA [2.5] - Siano Pk gli operatori (14). Si ha \/-x, y e H:

, y)) = ((x, Pky))

DIMOSTRAZIONE. - Possiamo limitarci a cousiderare gli opera-
tori Rk = TtPk{k =̂= 0) ed BQ = 2TTP0 . Si ha :

27T 27T

((a;, Rky))=f je'«t{C(s)x, C(t)C(s)y)dsdt =
0 0

2TT 27T

, C(t + s)y)dsett + ^ j j &"'(C(s)x, C(t - s)y)dsdt.
2TT 2TT 2TT 27T
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Cou un cambiamento di variabili v = t, %t = s + t nel primo
integrale, e v = t, w = s — t nel secondo, si ha:

27T U

19) ((*, Bk y)) = \ Udufei*»(C(u - v)x, C(u)y)dv +
0 0

47T 27Ï 0 27T

+ jdu j eikv(C(u — v)x, C(u)y)dv + du l eikl°(G(u + v)x, C(u)y)dv +
2Tï U—27T

2 TT 2iT—l*

ƒ dw / eifc«(C(w + v)x, C(u)y)dv I .

D' altra parte :

47T 2TT 27T 27Ï

(20) jduj eik*(C{u - v)x, C(u)y)dv = j du i&**(C(u + v)x, C(u)y)dv
27T « — 2 7 ï O 27T—«

0 2î7 27T 27T

(21) ƒ du ! eik*(C(ti + t7)a, C{u)y)dv = j du l &k»(C{u — v)x, C(u)y)dv
—27ï —M 0 U

dove si è tenuto conto délia periodicità di C\t) e del fatto che C(t)
è una funzione pari. Introducendo nella (19) Ie (20), (21) si ottiene:

271 2TT

((as, Bky))=J f eiK*(C(u)C{v)x, C(u)y)dudv
0 0

da cui segue la (18) cambiando v in — v e tenendo ancora conto
délie proprietà di C(t).

c.v.d.

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema [2.3]. Si suppone
H munito del prodotto scalare ((as, y)). Si a N un intero positivo.

N N
II proiettore E Pk è autoaggiunto, è quindi ||| 2 Pfc||| = l.

k=o A:=o
DJ altra parte i proiettori Pk sono ortogonali; quindi \f-xeHi

Allora qualunque sia t :

Hl 2 c o s (A<)Pfca; Hl2 ̂ 2 m P M S m» < ||| « |||*
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da cui, per ogui N:

(22) ||| " cos (^ )P f c | | | < l
k—o

Dalla (22) e dal teorema 2.2 segue allora la tesi. Infatti sia
xeH; y e > 0 esiste y e DA tale che \\x— 2 / | | < s ; ^n corrispon-
denza di taie y esiste un N tale che \/t e IR

\" cos [kt)Pty-

Ma allora
N

cos (kt)Pkx - G[t)x || < i| ̂ cos (kt)Pk(x — y)\ \

| S cos {kt)Pky - C,t)y || + || GKt)(x - y) || ^

c.v.d.
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