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Fanzioni coseno periodiche.

Exrico Grusri (Pisa) (%)

Sommario. - Si studiano funzioni ‘ coseno” periodiche in spazi di Banach.
P 14

0. - Introduzione.

Sia X uno spazio di BANACH con norma |. Una funzione
coseno C [2] [4] [6] & un’applicazione della retta reale R in
2AX, X)('), continua nella topologia forte, e verificante le relazioni:

(1) Ct + s) + C(t — s) =2 C(t)C(s) Vi seR
@) C(0) = I.

Il generatore di una funzione coseno C & 1’operatore lineare
chiuso
A = C(0)
con dominio:
Dsg=1{xe X: C)xe C(R; X))

E noto [6] [1] che affinché un operatore chiuso 4 con dominio
D4 denso in X generi una funzione coseno & mnecessario e suffi-
ciente che la funzione

(3) F() = AR}, 4)
verifichi le relazioni:
) [ F) ] Sm A Red> o

dove M ed » sono costanti non negative (k =0, 1,...).

In questa nota si ricercheranno le ulteriori condizioni da im-
porre all’operatore A affinché la funzione coseno da esso generata
risulti periodica (di periodo 2m).

Nel §1 si dimostrerd il seguente teorema:

TEoREMA [1.1]. - Sia A un operatore lineare chiuso, generatore
di una funzione coseno C in uno spazio di Banach X. Condizione

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del C.N.R.

(1) (X, X) & algebra degli operatori lineari continui di X in X.

(?) C¥(R; X) & lo spazio delle funzioni definite in R a valori in X, &
volte differenziabili con continuitd nella topologia di X.
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necessaria e sufficiente affinché sia Cit) = C2r + &) & che la funzione:
(5) Q) = (1 —e—2m) F()

risults analitica intera.

Nel §2 si esaminerid la convergenza della “serie di FoURIER”
di C.

1. - Dimostrazione del teorema [1.1]

La necessitd segue dalla seguente relazione, valida per X =ik

(k intero):
.211'
(6) Fp)=(1— e—2"7~)-1-/ e—MC(t)dt.
0

La (6) & conseguenza immediata della  periodicita di C se
Rel > 0; in generale si pud verificarla direttamente ricordando
le (1), (3) ed osservando che per x e Dy:

. Clt)lx— =
Ax = lim == __ =~
t—=o0 2t
Per provare la sufficienza stabiliamo dapprima il seguente
lemma:

LeMMaA [1.2] - Sta A generatore di una funzione coseno e tale
che QQA) definita in (5) sia analitica intera. Allora il risolvente
R(», A) = F(VX)[VX(®) & una funzione analitica nell’ intero piano i
eccetto al pit ¢ punts A = — k* (k intero) nei quali ha un polo del
primo ordine.

DinoSTRAZIONE. — Ovviamente R(A, A) & analitica per A non
reale negativo. Se X — — 8* (8> 0 non intero) con parte immagi-
naria positiva (risp. negativa) VX tende ad s (risp. — 4s). In ogni
caso

- F(is F(— is)
) R0\, 4) = F(VY)] VX — ;s ) _(:?
dato che F(A) = — F(— ).
Che nei punti A = — k? (k intero) il risolvente abbia poli del

prim’ordine segue immediatamente dalla (5). I residui in tali
punti sono gli operatori:

Pr = Q(Tzk) k>0
® Q(0)
Py = 2r c.v.d.

(3) Si sceglie per VA la determinazione per cui ReA==0— Re{A=0
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Possiamo dimostrare ora la seconda parte del teorema. Sia
G{s) il semigruppo analitico generato da A4 (vedi [1]). Bastera pro-
vare che \f/ie R, \fs >0 e \fxe X si ha:

9) C(2= + t)G(s)x = C(t)G(s)x.
D’ altra parte [1]:
(10) C{t)G(s)x = (2ni)—* [ cos(V — i) ersR(, A) d) (%)
Iy

dove '=T4 |J T, essendo
Fr={xeC:2=c¢+ 1ex%; 0 <<t <<+ oo}

con ¢>0, 7/, <<o <x; ed il senso di percorrenza di ' & tale da
lasciare a sinistra 1’ orvigine.

La (9) segue allora, per il teorema dei residui, dalla (10), in
virth del lemma [1.2] e dell’ assoluta convergenza dell’integrale a
secondo membro di (10).

2. — Sviluppi in serie di Fourier.
ProrosizIONE [2.1] - Gli operatori Pr definiti dalle (8) hanno
le seguenti proprield :

(11) Py Pp = Spx Pk
(12) Posto Vi = Pr(X) si ha Vi =|xe Dg: Ax = — k*x|
DiMOSTRAZIONE. — Siano Cr e Cpr duoe cerchi di centri — k2,
— h? e raggi px e pn rispettivamente (or <<prn <<1).
Si ha:

PrPpr = (2ni)—2 { R}, A)d) [ Ry, A)dp. =
c ¢

k h
e A

= (@ni)—2 [dx ’R( A= R, 4) g,

. . %A

¢, ¢

. dp. ai

— (@ni)-2 [ [ R, 4)d) / - +f R(s, A)dy [ — H] =

01. Ch Ch Ck
S e (2mi)—1 / RO\, A)d) = 3nePy.

bk

© jngn

(4) Cos (V — %) =”io @l
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Veniamo ora alla (12). Se x € X, allora

Prx = (2rns)—? f R, A)xd:
c

3
per cui Pxx e Dg; inoltre

APxx = (2mi)— f (O\RQ, A — x)dh = — K Pxa.
Ck

Viceversa se xe Dy ed Ax= — k’x, allora R\, A)x = (A + k?)x,
per cui:

Prx = (2wé)—? [ A+ B xdh =

G

c.v.d.
E evidente che se xe Vx ed f()) ¢ una funzione analitica in
un intorno di — %?, allora

fld = f(— k).

In particolare x € Vi:

Ct)x = cos (kt)x:
TeoreMaA [2.2] - Se x € Dg allora
(13)

[es]
X cos (kt)Prx = C(t)x
k=0
uniformemente in .

DimosTRAZIONE. ~ La serie a primo membro converge unifor-
memente. Infatti, essendo || Px||<< M, si ha:

N
|| £ cos (kt}PkacHgMHAkaS k—2,
k=n —

Sia Cy(t)x la somma della serie a primo membro; la funzione
Cy(t)x — C{f)x & tale che

2R

fe'“[Co(t) — C(t)xedt = 0 Nk intero

0

e quindi Cy(t)x = C(i)x.

c.v.d.
La questione della convergenza della serie a primo membro di

(13) resta in gemerale aperta; nel caso perd in cui X sia uno spazio
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di HiLBERT si pud dimostrare il seguente teorema:

TeorEMA [2.3] - Sia C(f) una funzione coseno periodica di pe-
riodo 2w in uno spazio di Hilbert H. Posto:

27
1)
- } e=ikt C(tydt k=0

0

(14) Pr =

2%
1
= [ Clb)dt k=0

[

allora per ogni xe H:

8

| ™

cos (kt)Prx = Cil)x
k=0
uniformemente in 1.

La dimostrazione seguira da due Jemmi:

. LEMMA 2.4 - Siano (x, y) <l prodotio scalare ed ||x|| la norma
in H. Il nuovo prodotto scalare

(15) (@ 9) = [(Cw=, cumar

induce in H una norma |||x||| equivalente alla norma || x||.

DIMOSTRAZIONE. ~ %) ((x, ) & un prodotto scalare. L’ unica

proprieta forse mon evidente & la disuguaglianza di ScHWaARTZ.
Si ha:

_N&mnwwwﬂg

[\]

(@ o)< [1(Cti, Cwmlat<

" 12 o . 1/2
<! [ncweiean|™{ [1 cwmipae}™ = iail 11
o o
41) Bisogna dimostraziore ora che esistono due costanti posi-
tive v e u tali che:
(16) vzl <z <w= reH.

La seconda di queste disuguaglianze & ovvia, dato che
IC#)|| <M. Per xe H e 0 <:< 1 poniamo:

K.=1{tel0, 2=]: || Clt)x || < =) 2{l}.



FUNZIONI COSENO PERIODICHE 483

Dalla (1) con s =¢ = u/2 si ha:

x 4+ Clu)xr = 2C*u/2)x
dn cui, se ue K;:

2M || C(w/2)x || =2 || C*(w/2)z || = (1 — ¢) || ]l
Sia ora ¢ < 1/(2M + 1); allora
| Clu/2pe|| > e ||| Mue K.
ed analogamente
|| C2n — u/2)z|| = || Clu/2)x|| > ¢ || || Vue K.
Da guanto detto segue che per « < (2M + 1)1 i tre insiemi K.
Jo=1{te]0, n]: 2 e K.} '
Je=|te[r, 2n]:2r—ted:|

sono a due a due disgiunti, misurabili (poiche tale & K.), ed
inolfre: ‘

{17) mis (J; |J J'¢) = mis K, <<m.
Dalla (17) segue la prima diseguaglianza (16); infatti
T

Ji cu)xn'dt=2||x|r~'/smis{te[0, 2n] : || Cltyo || = ¢ || ]| | de =

1/(2M+41)
=2 ||a:!|?1rfeds

]

=(ﬁ+—l)ellxll2

c.v.d.
Leuya [2.56] - Siano Pr gli operatori (14). Si ha Nx, ye H:
(18) (Pex, y)) = (=, Pry))

DiMOSTRAZIONE. -~ Possiamo limitarci a considerare gli opera-
tori Bx = nPk(k=3=0) ed B, = 2xP,. Si ha:

2r 27
((x, Rry)) = f f ekt Cis)x, C(t)C(s)y)dsdt =
(]

2w 2n 21 21
= % f f ekt C(s)ye, Ot + s)y)dsdt + % / / e*t(C(s)x, Clt — s)y)dsdt.

o o0 0 o
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Con un cambiamento di variabili v=1¢, =5+ 1% nel primo
integrale, e v =1, # = s — { nel secondo, si ha:

27T w
L(r
19) ((x, Bry) = 5 Udu/e‘k”(C(u — v)x, Cu)y)dv +
4an zr ° 2%
+ ‘ du , ek (Clu — v)x, Clu)y)dv 4 / du ] etko(Clu + vz, Clu)y)dv +
2n u—27 —2r —u

27 2T—12
+ f du / eiko(Clu + v)x, Cu)y)dv

0

D’ altra parte:

2rn

J du J etk Clu — vz, Clu)y)dv = / du / eiko(Clu + v)z, Clujy)dv

27 u—27 2n—u
o 2 S '
(21) / du ] etk (Clu + v)x, Clu)y)dv = / du / e*(Clu — v)x, Clu)y)dv
orn —u 0 “

dove si & tenuto conto della periodicita di Cif) e del fatto che C(¢)
¢ una funzione pari. Introducendo nella (19) le (20), (21) si ottiene:

2% 2%@

((x, Rry)) = f [ etk Cu)Cloyx, Clu)y)dudy

da cui segue la (18) cambiando v in -- v e tenendo ancora conto
delle proprieta di C(3).

c.v.d.

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema [2.3]. Si suppone

H munito del prodotto scalare ((x. y)). Sia N un mtero positivo.

I1 proiettore 2. Py & autoaggiunto, & quindi |[| 2 Pk”l——l

k=0
D’ altra parte i proiettori Px sono ortogomali; qumdl Vre H:

N N
Il 2 Prelll® = 2||| P ||* < [|[]]f*.
k=0 k=0
Allora qualunque sia #:

N N
Iy_’- OS(kt)ka|||’SkEo|||ka|||’£|||x|”’
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da cui, per ogui V:
N
(22) Il = cos (kt)Pre | < 1
k=0

Dalla (22) e dal teorema 2.2 segue allora la tesi. Infatti sia
x € H; \fe>0 esiste ye Dy tale che ||z —y| <:; in corrispon-
denza di tale y esiste un N tale che \ff{e R

N
|| = cos (kt)Pry — Clt)y || <.
k=0 :
Ma allora

N N
[,|C2 cos (kt) Prx — Cit)x || << || = cos (ki) Prlx — y)|| +

0 k=0
v
+ [ cos (k) Py — Citiy || + || Gl — ) || <

oM + 1

= TR

Ms + ¢« + Me << (2M + 3)M=.
c.v.d.
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