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Alcune proprietà delle trasformazioni
puntuali tra spazi proiettivi ordinari che posseggono

rette quasi-ipercaratteristiche.

ROMOLO MUSTI (Bologna) (*)

Suuto. - Si dà una nuova carattenssazione délia nosione di relia iperca-
ratteristica in senso debole. Si introducé la nosione di relia quasi-iper-
caratieristica e si dimosira che se una trasformasione fra spasi pro-
iettivi ordinari possiede in ogni coppia regolare di punti corrispondenti
due coppie di rette quasi-ipercaratteristiche corrispondenti, in ciascuno
dei due spasi il piano di tali rette iuviluppa in generale una famiglia
di superficie. Si danno condisioni necessarie e sufficienti affinchè tali
superficie siano piane.

1. - Sia T una trasformazione puntuale fra due spazi proiettivi
ordinari S, S e (A, Â) una coppia regolare di punti corrispondenti.
Ho chiamato, in un précédente lavoro (*), ipercaratteristica in sen-
so debole una retta caratteristica (2) r per A quando esiste una
omografia tangente (sono oo2) K a T in (A, Â) taie che per ogni
curva Y passante semplicemente per A ed in A tangente ad r, le
curve T"{ e Ky, corrispondenti di y in T e K rispettivamente,
abbiano in Â un contatto geometrico del 3° ordine. Nello stesso
lavoro ho anche dimostrato che condizione necessaria e sufficiente
affinchè ogni E3 piano tangente ad una retta caratteristica r per
A sia trasformato in E3 piano è che r sia ipercaratteristica in
senso debole.

In questa Nota darö dapprima una nuova caratterizzazione
délia nozione di retta ipercaratteristica in senso debole. Più pre-
cisamente dimostrero che una retta r per A è ipercaratteristica
in senso debole se e solo se tre piani per essa sono caratteristici (3)

(*) Lavoro eseguito nell'arabito delFattività del Gruppo di Ricerca
Matèmatica n. 26 del Consiglio Wazionale delle Ricerche.

(4) Cfr. R. M U S T I , Sugli Ez piani corrispondenti in una trasformazione
puntuale fra spasi poiettivt, Boll. TT.M.L, Ser. I I I , n. 3, (1966), p . 283.

(2) L'ipotesi che r sia caratteristica è superflua perché iraplicita nelle
condizioni che seguono.

(3) Un piano per A si dice caratteristico se la calotta del secondo or-
dine di centro À délia superficie corrispondente è piana. Condizione neces-
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e inoltre é inflessionale di specie superiore (4). Lasciando cadere
quest'ultima condizione, chiamerö quasi-ipercaratteristica una retta
r per A se tre piani per essa sono caratteristici. Si riconosce che
se una retta r per A è quasi-ipercaratteristica esiste un pennello
di E2, il cui piano chiamerö singolare, di centro A e tangenti a
r i cui Ez piani sono tutti trasformati da T in Ez piani. Si prova
anche che se r ed s sono due rette quasi-ipercaratteristiche uscenti
da A (distinte), il loro piano è caratteristico.

Si considerano poi (n. 8) Ie trasformazioni che posseggono, in
ogni coppia regolare (A, Â) di punti corrispondenti, due coppie di
rette (r, s), (r, s) quasi-ipercaratteristiche corrispondenti che non
siano, in ciascuno dei due spazi, generatrici base doppie dei due
sistemi di coni cubici che forniscono Ie rette caratteristiche uscenti
rispettivamente da A e Â. Si dimostra che i piani caratteristici
rs, rs inviluppano sempre sistemi di superficie caratteristiche
corrispondenti che sono piani se e solo se i piani singolari rela-
tivi alle rette r, s (r, s) coincidono.

2. - Sia T una trasformazione differenziabile di'classe C3 fra
due spazi proiettivi ordinari S, S ed (̂ l, L̂) una coppia regolare
di punti corrispondenti che assumiamo corne origini di due siste-
mi proiettivi di riferimento in S, S rispettivamente. La T puö
sempre rappresentarsi localmente, nell'intorno della coppia consi-
derata, con Ie equazioni (5)

x, = xL + ?(x) + V(x) + [4] [i - 1, 2, 3)

avendo posto

?(x)= n » i ¥ , l 5 >bi(x)= 2 èjhhx3x}xh

e avendo indicato con [4] i resti degli sviluppi.
Premettiamo che : Condizione necessaria e sufficiente affinchè tin

piano per A sia caratteristico è che esista una omografia K tan-
gente a T in (A, Â) la cui K-linearizzante sia taïe che Ie rette
K-linearizzanti delle rette della stella di centro A appartengano
tutte al piano T.

saria e sufficiente affinchè un piano per A sia caratteristico è che con-
tenga tre (almeno) ret te cai-atteristiche uscenti da A. Cfr. L . MURACCHINI,
Aïcune proprie ta in grande delle trasformazioni puntuali fra spazi, Boll.
U.M.I., Ser. I I I , n. 2, (1952), pp. 123-128.

(4) M. V I L L A , Direzioni <f oscuïasione e d1iperosculazione di due tra-
sformazioni puntuali, Boll. U.M.I.. Ser. I I I , vol. I I , (1947), p. 188.

(5) Cfr. M. VILLA, Lesioni di Geometria, vol. I I , Cedam (1965), p. 332.



ALCUNE PROPRIETÀ DELLE TRASFORMAZIONI PUNTUALI, ECC. 4 7 1

La condizione è sufficiente. Supposto che esista una tale omo-
grafia, essa puó sempre rappresentarsi con Ie equazioni

au = x< (i = 1, 2 , 3)

ed il piano it puö sempre ridursi ad avere 1'equazione xz = 0.
La trasformazione if-linearizzante è allora

3C SC X
ove si indichino con -y = -y = -y Ie equazioni di una retta p per

ll l% l3
su» nik /y»

A e con ~ = ~ = 7-7 quelle della retta Ü' i£-linearizzante. Segue
*1 f S ^3

che sono caratteristiche Ie rette del piano -K determinate dal sistema

Il piano * è pertanto piano caratteristico.
La condizione è necessaria. Supponiamo infatti che almeno tre

delle rette caratteristiche giacciano nel piano ir che assumiamo
come piano xz = 0. Tali rette debbono ottenersi come intersezione
di ciascuno dei tre coni cubici

= 0

col piano x3 = 0. G-li ultimi due coni perö non posaono interse-
carsi sul piano xz = 0 in più di due rette, tranne che non sia
identicamente

?•(*., « „ 0) = 0
cioè 3 g g

6l3 = b12 = 622 = 0.

Segue immediatamente l'asserto.
Possiamo ora dimostrare che: Una retta per A è ipercaratteri-

stica in senso debole se e solo se tre piani per essa sono caratteri-
stici ed è inflessionale di specie superiore.

Si assuma la retta come retta xt = x3 = 0. Le condizioni perché
essa sia ipercaratteristica in senso debole sono (6)

a) Ou = Ou = o13 = 612 = 0, o2i = o3 l

(6) Cfr. R. MUSTI, op. cit. in (1), pp. 283-284.
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b) d n = c?n = 0.

Pe r il teorema precedentemeute dimostrato si trova facilmente
che, perché il piano x% + ^ 3 = 0 sia caratteristico, occorre e basta
che X soddisfi contemporaneamente Ie condizioni

bl2l* + (b2
22 - 2blz)X

2 + (633 - 2&;.)X + bl = 0

b\2\
2 + (b\2 - bU)\ - bl = 0

&X + ftïx = 0.

Vi sono dunque tre piani caratteristici per la retta considerata
se e solo se hanno luogo le a). Le b) d} altra parte, corne è noto,
hanno luogo se e solo se la retta (caratteristica) x% = x3 = 0 è in-
flessionale di specie superiore.

Osserviamo intanto che se valgono Ie a) e non Ie 6), cioè se
tre piani per la retta caratteristica x2 = xz = 0 sono caratteristici
senza che la retta sia iperinflessionale (e quindi non ipercaratte-
ristica in senso debole) tutti e solo gli Et di centro A tangenti
ad r del piano TT di equazione

3 2 n

Ciii#2 — Cuias3 = U

hanno la proprietà che ogni E3 piano per ciascuno di essi è tra-
sformato dalla T in E3 piano (7). Chiameremo qusLsi-ipercaratteri-
stica una retta siffatta e singolare il piano TT.

Ogni piano per una retta ipercaratteristica in senso debole è
ovviamente singolare.

Osserviamo ancora che se due rette distinte per A sono quasi-
ipercaratteristiche il loro piano è caratteristico. Assumendo infatti
le due rette come rette a?j = #3 = 0, xl == x3 = 0 dovrà aversi

i 2 , 2 , 3 3 , 2 , 3
O11 = O13 = On = Oï2 — O12 — O13 == Ü

, 1 , 1 , 3 , 3 , 1 , a A
O22 = O23 = O12 = O22 = O12 — 623 = U.

L'annullarsi di bllf b3
12, b22 permette di determinare una omografia

tangente K la cui i^-linearizzante associa ad ogni retta della stella
di centro A una retta del piano xz = 0. Il piano délie due rette è
pertanto caratteristico. (8)

(7) Cfr. R. MUSTI, op. cit. in (1), p. 283.

(8) É ovvio che anche il piano di due rette ipercaratteristiche in]senso
debole è caratteristico.
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3. - Consideriamo una trasformazione puntuale analitica T tra
due spazi proiettivi ordinari S, S e sia AQ, Bo una coppia rego-
lare di punti corrispondenti in S, S rispettivamente. Associamo a
ciascun punto della coppia, nel relativo spazio, un riferimento
proiettivo per cui An e Bo siano punti fondamentali chiamando
Af, Bi (i= 1, 2, 3) i rimanenti punti fondamentali.

Yalgono Ie formule (9)

dAt = V>„A
(t = 0, 1,2, 3).

Se Ie rette A0Ai9 jB0JBt (i = 1, 2, 3) si corrispondono in una
omografia K tangente a T in .40, JB0, si ha

(1) Tui = (Ooi.

Porremo wOi = ojf.
Le direzioni caratteristiche relative alla coppia AQ, BQ sono

quelle relative alle wf che annullano la matrice

= 0
O,

dove Ie Cit sono le forme, dipendenti da K,

^ Qj = 2 &rs(ortos (10).

Yalgono Ie relazioni:
ian£w o o = 2 a W f

(2)

ottenute per differenziazione esterna dalle (1).
Imponendo che Ie rette wl = w3 = 0, u, = w3 = 0 siano quasi-

ipercaratteristiche, scegliendo opportunamente 1' omografia tan-

(9) Per i procedimenti seguiti si veda ad es.: E. CECH, Géométrie
projactive différentielle des corrispondances entre deux espaces, I, TI, I II ,
«Cas. pro Pest. Mat. a Fys.», 74, 75, pp. 32-48, 123-136, 137-157 (1950).

(la) Cfr. Li. MURACCHINI, Trasformasioni puntuali fra due spazi che
posseggono un*unica congruensa di curve caratteristiche, Rend. Sem. Mat.
Un. e Polit., Torino, 12, (1952-53) pag. 165.
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gente, le forme Ĥ  si possono ridurre nella forma

Oi = — 2xco! -(- 2pto1w3 -

Q2 = — 28 w-, + 2SOJ2
W3

Q3 = 0.

Se Ie rette o>x = w3 = 0, w2 =
 W3 — 0 non sono generatrici base

doppie della rete dei coni cabici

= 0

deve aversi a =J= 0, S =%= 0.
Le (2) diventano quindi

— «ï i — Too + Woo = —

"21 — W21 = 0

Tl 2 — Wl2 = 0

(3) T22 — W22 T00 + W00 =

T32 — W32 = £0J2 + 2-/]tO3

TlS Wl3 = 0

T23 O j 2 3 = 0

T33 — W33 — T 0 0 + woo = 0.

La derivazione esterna conduce tra l'altro alle seguenti relazioni

(4)
S(*>23 = ^ÎW2 + &W3 •

Discende che
dw3 /\ o)3 = 0.

Dunque:
/ piani caratteristici w3 = 0 in ciascuno dei due spazi invihtppano
sempre sistemi di superficie caratteristiche.

La forma differenziale quadratica delle asintotiche di una su-
perficie caratteristica, integrale di w3 = 0, è (u) nello spazio di A

CD = (riions + O)2W23

(") Si veda ad eserapio: B. CARTAN. Sur la déformation projéctive
des surfaces, Ann. Ec. Normale Sup., 3 (37) 1920.
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cioè
^a 2 h 2

1 a S

Le superficie OJ3 = 0 sono quindi piani se e solo se

(5) a = h = 0.

Vediamo subito che le (5) hanno luogo se e solo se il piano
singolare T^

= 0

relativo alla retta.quasi-ipercaratteristica w2 = w3 = 0 coincide col
piano singolare izt

relativo alla retta quasi-ipercaratteristica Wj = o>3 = 0.
Stabiliamo a questo scopo alcune formule ene forniscono i

coefficienti del 3° ordine degli sviluppi locali delle coordinate
proiettive non omogenee del punto A {x^ xi, xz) in funzione di
quelle del punto A (x^ x2, x3).

Siano

xl=x1 — ax? + $xxxz + yxl + 2 cl
jkhxtxkxk + ...

(6) x2 = x2 — Sa?2 + £x2x3 + yxl + 2 C'jkhxixkxk + ...

xz = x% + 2 cx
Swicpkxh + ...

gli sviluppi in questione.
Esprimendo che il punto A, di coordinate xi,xi, xz rispetto al

riferimento mobile di S, è fisso in questo spazio si ottengono Ie
relazioni (12)

(w00 —

? + 0)20^ x2 +

(7) dXo = — O>2 — WiaXi + («Ou ~

(12) Cfr. E. C ART AN, La theorie des groups finis et continus et la géo-
métrie différentielle traitées par la méthode du repère mobile, Paris>
Gauthier-Villars, 1937.



476 ROMOLO MUSTI

Analoghe relazioni si ottengono per il punto A di S

dXi = — Ti + (T00 —

2
i

(8) d x 2 = — T2 — T12asi + (T00 — T 2 2 ) « 2 —

- 2

= — T3 — T18X! — T23a52 + (TOO —

Differenziando la terza delle (6) si ha

(9)

0 ^

Identificando il secondo membro di (9), ove siano state sostituite
Ie (7), con il secondo membro del la terza delle (8), ove si siano
sostituite Ie (6), si ottengono, fra Ie altre, Ie seguenti relazioni

— 3c222w2 —

che, tenuto conto delle (3) e (4), possono scriversi

— 3C322OJ3 = ht» 2 + kt»r

Si ha quindi a = h = 0 se e solo se Ciu = c222 = 0, cioè se e solo
se i piani Ttj e TT2 coincidono (col piano w3 = 0).

Conclndendo :
Sia T una trasformazione puntuale fra spazi proiettivi ordinari

S, /S_ che possiede in ogni coppia regolare di punti corrispondenti
(A, Â) due rette distinte quasi-ipercaratteristiche, non generatrid
base doppie della rete dei coni cubici che individua Ie rette carat-
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tertstiche. I piani di tali rette inviluppano una famiglia S7 di su-
perficie caratteristiche che sono piani se e solo se coincidono i
piani singolari relativi alle due rette.

In particolare:

1°) se una dolle due rette considerate è ipercaratteristica in
senso debole, la famiglia § è una famiglia di piani se e solo se il
piano singolare relativo della retta quasi-ipercaratteristica coindde
col piano délie due rette;

2°) se Ie rette considerate sono entrambe ipercaratteristiche in
senso debole, la famiglia § è sempre una famiglia di piani.

Pervenuta alla Segreteria dell'V.M.I.
41 29 luglio 1967.
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