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Un'osservazione sopra 1'ideale
di una varietà algebrica non singolare.

MA.RIA. TERICSA. BONARDÏ (Genova) (*)

Suuto. - Sia K uu' estensione algebricamente chiusa di un campo perfetto
k e sia V una varietà algebrica dello spazio affine d-dimensionale Ad •
Se 3ck[YL,..., Yd] è Videale di V e <2) è Videale di tutti i polinomi

7\ TT

F G §f tali che : —r=- e $ (l = 1,..., d), proveremo che: 1) © è Vunico pri-
inario isolato di Sf2; 2) se % è un primario immerso di 32, ogni zero
di % è singolare per 3. 5e V non è singolare si ha pertanto 92 = ©.

l. - Sia h un campo perfetto. K una sua estensione algebrica-
meute chiusa, V una varietà algebrica irriducibile defiuita sa k
e contenuta nello spazio affine d-dimeusionale Aa- Siano, poi,
R = k[Yt1 .... Yd] r.'ineLLo dei polinomi a coefficienti in fc, nelle
indeterminate Yx, ..., Yrfï SF CZ R V ideale (che supporremo proprio)
di V e cpj, ..., oq un sistema di generatori di 3. Se V è una com-
pléta intersezione, ossia se 3 è di classe principale, è ben noto
-che Ie ipersuperficie di Ad che passano almeno doppiamente per
V sono tutte e sole quelle che si ottengono annullando una forma
•quadratica nei polinomi ot (cfr. [2, 4] ove questo risultato è dimo-
strato nell'ipotesi che k sia il campo complesso ed 3 ideale omo-
geneo; Ie stesse dimostrazioni restano valide anche se cJ non è
omogeneo e H un campo qualunque di caratteristica zero). Tut-
tavia si puö verificare su esempi che questa circostanza non si
verifica per ogni varietà irriducibile (vedi [1], n. 1) ed ha quindi
senso coufrontare 1'ideale 3* con V ideale S) costituito da tutti i
polinomi F tali che V sia luogo di punti multipli per V ipersu-
percie .F = 0 (l).

È ovvio che risulta sempre Sf2d©; in [L] si è poi precisata la
-struttura di © cou il seguente :

TEOREMA. 1. - Se 3 CZ R è ideale primo e proprio, esiste in R
•un polinomio L £ 3 taïe che © = 3*: (L).

{*) Lavoro eseguito neU'arabHo dell'attività dei Grruppi di Kicerca
Matematica del Con3LgLio NazionaLe delle Ricerche.

(4) Per la definizione di punto semplice di una varietà (o di zero
seraplice di un ideale) si veda [5], definizione 2.
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Quindi il prodotto di L per un qualsiasi eleinento di © è una
forma quadratica nei polinomi cp,.

In questa Nota ritornerô sull' argoiuento allo scopo di dimo-
strare che se V è priva di punti multipli ri suit a semjire © = 3?.

Il risultato - a l pari di quello già citato relalivo agli ideali di
classe principale- non si inverte. Anzi esistono variefà non com-
plete intersezioni ed iuoltre dolate di singolarità per il cui ideale
si ha © = 3*. Ad esempio questo è il caso, come non è difficile
verificare, del cono cubico di A4, luogo degli zeri delP ideale
(Y^-Yl, Y,Y4-YSY3, Y2Y4-Y8

2).
Nel n. 3 dimostrero poi che Videale © è in ogni caso Vxmica

componenie primaria isolaia di 3* e che gli zeri di un qualunque
primario immerso son o tutti singolari per 3.

2. - Siano c l'altezza di 3 e PeAa uno zero semplice di 3.
Si puö supporre (cfr. [1], lemma 1) che l'idéale (c&], ..., &c) ab-

bia anch'esso uno zero semplice in P ed abbia 3 come coniponente
primaria isolata. Modificando lieATemente le argomentazioni che in
[i] hanno condotto alla dimostrazione del teorewa 1, proviamo che
esso puö precisarsi come segue:

TEOREBIA 1'. - Posto (cp,, ..., <ïc) = 3f}Qi[] "• riöfj-j °ün^ polino-

mio L contenuto in f| Q} c non in 3 è taie che L

Siano C il campo quozienle di R/3, C' -per ogni intero r —
lo spazio A-ettoriale sopra C délie s - uple ordinale di elementi di
C ('-)- e per ogni G e R- sia G la classe deiinita da G in Rfô. Si

q
vede snbito che F= 2 A,o, G © se e solo se risulta:

3=1

- At - 1^-e 3{l = 1, ..., d) ossia se (4,, ..., Aq) appartiene al nucleo-
i=i Ô J-t
délia Irasformazione lineare w: Cv — Cd definita ponendo:

.(a,, ..., Of) = ( U (^ - ) , ..., îa. ( ^ ) ) (a, e C,

Se, poi L è un poliuomio conteuuto in f| Qs e non in 3 ed

Con le opemzioni

(a t , ..., ar) -f- (ôj, ..., br) = (a, -H bt, ..., a?. -h br)
{h, a l f ^

fefoj, ..., a,.) = (ha n ..., har)
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inoltre i poliuomi L%f ;- (1<*<^Q—c; l< j<c ) sorio tali che risulti:

(1) Li, 1 ox+ ... +Lit c*c+Lye+i = 0 (i= 1, ... , g - c) (3)

si dimostra (cfr [1], prop. 2) che i vettori ^, = (La, i, .... .Li, c, L,
Ö, ..., Ö), ... , Aq_c = (Lq_c, x, ••• j Lq—c.c, 0, ... , L) generano fcer o>

_ _ g—c
sopra C; pertaiito si puö porre (41; ... , J49) = - a,^ (con a, e C)

»=i
Ne segue facilmente che at = Ac+nL (i = 1, ,.., q — c) e quindi:
_ _ q—c _ _ q—c
LAj'= ï Ac+iLi,j (j = 1, . . . , c) . P o s t o vj = LAj- 2 ^ c + i I , » , j ,

Ï=I q—c i=i

O ' = l , ..., c), si ottieue: Zr,F= S (Ll}1 cpâ + i t ) c?e + L<pc+i) ^ c + l +
C t=^l

+ ^ VjC&j, ossia - per Ie (1)- LFe 3*, come si voleva.
y=i

Dimostriamo ora che:

PROPOSIZIONE 1. - Se P e Ad è uno zero semplice di 3 ed
è l'ideale di P, esiste almeno un polinomio LQQK, tale

che

Per il teorema 1' basta diraostrare che esiste un polinomio JL7

contenuto in f| Q} e non in 9ï£. Essendo P zero semplice di
; = l

(^i) •• » ?C)Ï u n o s ° l ° d e i pi'iïui associati a (©,, ..., cpc) è contenuta
in 9TL (cfr. [5]. § 3, n. 4) e questo è neoessariamente 3. Pertanta
posto oF, = VQJ(1 <; j <;Ji , si ha ^-^ ©T̂  per ogui ; e ciö implicar

li-
corne è ben noto, che [] W3 ̂  9TI. Ne segue che esiste almeno un

polinomio Af contenu to in f] $, e non in 9tc e quindi per quttl-

che intero r > 0 si ha : M'' 6 p| Qj-, mentre -essendo £>H primo —
7 = 1

risulta certameute M' ^ €)îc. Z/ = Mr è quindi il polinomio cercato-

PROPOSTZIONE 2. - Se 9ïc è V ideale di uno zero semplice di 3r

risulta: © =

L'inclusioue S) ZD 3*Rg\i fl -^ e v e r a P e r ogni ideale primo €>TC
di B, perché 3>ZD3 2 ed inoltre - S> essendo primario - si ha
© = SXKejft H ̂  tcfl'- [6]' c aP- 1Y> § l 0 ; t e o r - 16)- Dimostriamo quindi

[2) B possibile determinare gli Lii} in modo che va lgano Ie (1) per

chè - essendo (sp,, ... , ?e) = dfl 6 i fl - R Q^ " r i s u l t a : ^Tc+rf e (<Pi » •- J <PC)
per ogni i.

(4J Con Rfffli Si indica L'anello quoziente di R rispetto al l ' ideale ë)î£.
(per la definizione cfr. [6]. cap. I V , § l l | .
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che se QWL è l'idéale di uno zero semplice di 3 risulta anche

%>CZ 3'Rgfc fi R' Infatti in qaesto caso se F e ® esistono per la

proposizione 1, un polinomio L, unità in iSg^, ed un polLnomio

F' e Sf* tali che LF = F'. Ne segue F G 3 \R 0 R . fl B e c i ö è quanto

si voleva.
Si puö ora di mostrare subito che -corne già detto al n. 1- se

V è non singolare ogni elemento di © è una forma quadratica
Tiei polinomi iM ossia che:

TEOREMA 2. - Se 3 ci R è ideale primo, proprio e privo di zeri
multipli risulta © = 3*.

Poichè è sempre 3*ci3), basta pro vare che - nelle ipotesi fat-
t e - è anche ©CI 3'. Se % è un primario contenente 3?, ed 9îc è
un massimale contenente'S", si ha 3 ci V'S'ci ®lt ; per l'ipotesi QVL
è allora l'idéale di uno zero semplice di 3 e quindi -per la
proposizione 2 - risulta 3) = 3*22^ |"| i£. D'altru parte - essendo
% prîmario- si ha: WRG^ fl R) CI {^Rqxi f] R) = % *c f r- ancora
[6], cap. IV, § 10, teor. 16), ossia %çz%. L'idéale S) risulta portante
contenuto in ogni primario di Sf'*1 e quindi è ©dSt2 corne si voleAra.

3. - II teorema 2 puö pure ricavarsi corne corollario dal risul-
tato seguente, anch'esso conseguenza délia proposizione 2 e relativo
alla decomposizione primaria di 32 uel caso in cui si abbaudoni
Tipotesi che 3 sia privo di zeri multipli:

TEOREMA 3. - Se 3ŒR è ideale primo e proprio, © è Vunico
primario isolato delVideale eJ-; inoltre gli zeri di un quahmque
primario immerso di 3* sono tutti singolari per 3 .

Essendo 3 primo è banale che se 3- = 'S", f] ... f| %^ è una de-
composizione primaria ridotta di 33, uno solo degli ideali ^ - sia
*S*! — è isolato ed 3 è il suo radicale. Poichè, corne si verifica fa-
«ilmente, © è 3 - primario (5i, posto %\ = © f| ^ , si puö supporre
che 3 : abbia la seguente ilecomposizione ridotta: 3* = %\ f| %t

[\ ... n^., con i ^ , | 2 < * < v ) tutti primari immersi. Per provare
la prima parte dei teorema basta dimostrare che 'S"', = ©. Intanto
si ha: %\ CZ ©• Se poi G e ©, per il teorema 1 esiste un polinomio
L$3 taie che LG e 3'2Œ <G\ e ciö implica G e %'x (perché %\ è 3
-primario}. Dunque: (3>=CG\, corne si voleva. Sia ora % un qua-
lunque primario immerso di 3- ed 0\Z e R l'idéale di uno zero P
di %'. Se P fosse semplice per 3, per la proposizione 2 si avrebbe

(*) cfr. [L], n. ô.
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S) = S'RGSYT f! JKCI^ e % uon potrebbe comparire in uessuua tle-
composizione ridotta di Sfs. Dunque ogni zero di % è siugolare
per 0 ed il teorema è completamente diraostrato.

OSSERVA.ZIONE. - È immediato ricavare che gli ideali primi di
R il cui qtiadrato è primario possono carqtterizzarsi come ideali
primi per i quali risulta 2) = # l (6).
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(fi) Un'altra dimostrazione di questo risultato - indipendente dal teo-
rema 3 - trovnsi in [1], teorema 2.


