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Un’ osservazione sopra 1’ideale
di una varietd algebrica mon singolare.

Marra TEress BoONARDI (Genova) (%)

Suato. - Sia K un’estensione algebricamente chiusa di un campo perfetto
k e sia V una varietd algebrica dello spazio affine d-dimensionale Ad.
Se < E[Y,,..., Y] é Videale di V e D ¢é Videale di tutti ¢ polinomi
F€J tali che : aa_Y ed (I=1,.., d), proveremo che: 1) D ¢é Vunico pri-

{
mario isolato di J?; 2) se T é un primario immerso di J?, ogni zero
di G é singolare per 3. Se V non é singolare si ha pertanto J2 = D.

L. - Sia k un campo perfetto, K una sua estensione algebrica-
mente chiusa, V una varieta algebrica irriducibile definita su k&
e confenuta nello spazio affine d-dimensionale A{f. Siano, poi,
R=1FKY,, ... Y;] Panello dei polinomi a coefficienti in. k, nelle
indeterminate Y,, ..., Y,, §C R I’ideale (che supporremo proprio)
di Veo,...9 un sistema di generatori di . Se V & una com-
pleta interseziome, ossia se J @ di classe principale, & ben noto
che le ipersuperficie di Aff che passano almeno doppiamente per
V sono tutte e sole quelle che si ottengono annullando una forma
quadratica nei polinomi ¢, (cfr. [2, 4] ove questo risultato & dimo-
strato nell’ipotesi che k sia il campo complesso ed § ideale omo-
geneo; le stesse dimostrazioni restano valide anche se J non &
omogeneo e k£ & un campo qualunque di caratteristica zero). Tut-
tavia si pud verificare su esempi che questa circostanza non si
verifica per ogni varieta irriducibile (vedi [1}, n. 1) ed ha quindi
senso confrontare 1’ideale J* con l'ideale 9D costituito da tutti i
polinomi F tali che V sia luogo di punti multipli per 1 ipersu-
percie FF=0 ().

E ovvio che risulta sempre 32 D; in [L] si & poi precisata la
struttura di 9D con il seguente :

TeoreMa 1. - Se I R & ideale primo e proprio, esiste in R
un polinomio L ¢ 3I tale che D = J*: (L).

{*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di Ricerca
Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

{(*) Per la definizione di punto semplice di una varietd (o di zero
semplice di un ideale) si veda [5). definizione 2.
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Quindi il prodotto di L per un gualsiasi elemento di ® & una
forma quadratica nei polinomi g¢,.

In questa Nota ritormerd sull’argomento allo scopo di dimo-
strare che se V & priva di punti multipli risulta sempre D = 3°.

Il risultato - al pari di quello gia citato velativo agli ideali di
classe principale - non si inverte. Anzi esistono variefa non com-
plete intersezioni ed inoltre dolate di singolaritdh per il cui ideale
si ha 9 = J*. Ad esempio questo é il caso, come non é difficile
verificare, del conmo cubico di A,, luogo degli zeri dell’ideale
(YlYa - st YIYA - YzYa’ YzY4 - 18'-

Nel n. 3 dimostrerd poi che U'ideale D é in ogni caso ¥ unica
componente primaria isolala di 3' e che gli zeri di un qualunque
primario immerso sono tutti singolari per J.

2. - Siano ¢ Paltezza di J e Pe A{)’ uno zero semplice di J.
Si pud supporre (cfr. [1], lemma 1) che Videale (¢,, ..., ¢,) ab-
bia anch’esso uno zero semplice in P ed abbia J come componente
primaria isolata. Modificando lievemenie le argomentazioni che in
[1] hanno condotto alla dimostrazione del teorema 1, proviamo che
esso pud precisarsi come segue:
TEOREMA 1'. - Posto (v,, ..., ¢.)=3[1@Q,[] ... 1@, ogni polino-
i
mio L contenuto in [1Q, ¢ non in J é tale che L DC I
J=1
Siano C il campo quoziente di Rj3, C" - per ogni intero -
lo spazio vettoriale sopra C delle s —uple ordinate di elementi di
C (*)- e per ogni G € R~ sia G la classe deflinita da G in R/3. Si

q
vede subito che F= X 4,6, € D se e solo se risulta:
1=t

g 0v,

X A4, edl=1,.., d) ossia se (4,, ..., 4, appartiene al nucleo
o) 2P

=1 aY[

della trasformazione lineare w: C9 — (9 definita ponendo:

Wy ooy G)=| X a, y ey 2 @l })(a, € C)
0>( " Lq) ( =1 (a Yl i=1 aYd ( ] ‘

p
Se, poi L & un polinvomio contenuto in [} @, e non in J ed
7=1

() Con le operazioni
(a£7 ety a'r) —+- (b1 3 ety br, = (ai -+ bn ey Ay + br)

(R, Uy, 'b{ € C’
klay, ..., @) = (hay, ..., ha,)



UN’OSSERVAZIONE SOPRA L’IDEALE DI UNA VARIETA ALGEBRICA, ECC. 453
inoltre i polinomi I; ; (1<i<g—c; 1<<j<c) sono tali che risulti:

(1) Li,y o, + . + Lj, ¢ve+ Loeri=0 e=1, .., g — ¢)(})
si dimostra (efr [1], prop. 2) che i vettori A\ =(L, 1, s Lu,e, IZ

0, ..., 0), .., dqme = (Lg—c,1, -» Lg—c.c, 0, ..., L) gemerano ker v
. _ — gq—c

sopra C; pertanto si pud porrve (4,, .., 4,)= X @,); (con a, € C)
i=

Ne segue facilmente che @, = ActiyL (i =1, ,.., ¢ — ¢) e quindi:

j;[ij'zq_—g Aer Li,; (=1, ., ¢). Posto v;= LA, —q._.‘lc Aoy Lij,

(§=1, ) ¢), si ottiene: LF="% (L9 + Lu et + Loe4s) Acsr +

+ g. v,0;, ossia ~per le (1)- LF':I“-]', come si voleva.
Il_)limostriamo ora che:

ProprosizIOoNE 1. — Se PeACIf ¢ uno zero semplice di I ed
O R & Videale di P, esiste almeno wun polinomio L ¢ O tale
che LD C I

Per il teorema 1’ basta dimostrare che esiste un polinomio I,
p

contenuto in ﬁ @, e non in 9. Essendo P zero semplice di

=1

(9,5 -y ), uno solo dei primi associati a (9,, ..., ¢.) & contenuto
in 91T (cfr. [6]. §3, n. 4) e questo & necessariamente §. Pertanto
posto 8, = VQ,(1 < j<pi si ha §,;¢ O per ogni j e cid implica,
p.
come & ben noto, che [} §,¢ 9. Ne segue che esiste almeno un
j=1
polinomio M contenuto in [] §; e non in O e quindi per qual
=1
che intero » >0 si ha: M e ﬁ @;, mentre - essendo O primo -

j=1
risulta certamente M ¢ 9. L = M" & quindi il polinomio cercato.

PROPOSIZIONE 2. — Se O & Videale di uno zero semplice di 3,
risulta: D = IRy [ B (')

I’ inclusione @DS?RQK [l B & vera per ogni ideale primo 9N
di R, perche © 53 ed inoltre -9 essendo primario- si ha
D = DBy 1 B (cfr. [6]. cap. IV, §10, teor. 16). Dimostriamo quindi

{3) B possibile determinare gli Li,; in modo che valgano le (1) per
ché -essendo (g4, ... . 0,)=INQ, N .. NQu- risulta: Lo, 4, € (¢, ..., @)
per ogni i

{!) Con Egyp si indica U'anello quoziente di R rispeito all’ideale 9T
(per la definizione cfr. {6]. cap. 1V, § 11).
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che se 9T & l’ideale di uno zero semplice di J risulta anche
D I'Bgyp (1 B. Infatti in questo caso se Fe D esistono per la
proposizione 1, un polinomio L, unitd in Rgp, ed un polinomio
F' e J* tali che LF = F'. Ne segue Fe 3*Rg, [|E e cid & quanto
si voleva.

Si pud ora dimostrare subito che -come gia detto al n. 1- se
V & non singolare ogni elemento di 9 & una forma quadratica
nei polinomi z,, ossia che:

TrorEMA 2. - Se d CC R ¢ ideale primo, proprio e privo di zeri
multipli risulta D = J*.

Poiché & sempre J* D, basta provare che - nelle ipotesi fat-
te— & anche D 9. Se T & un primario contenente J°, ed 9T &
un massimale contenente G, si ha I VG 9 ; per Iipotesi IR
€ allora l’ideale di umno zero semplice di & e quindi -per la
proposizione 2- risulta D = I'Rgp (] B. D’altra parte - essendo
© primario- si ha: (F*Rgy (] R)C (5Rgy (1 R)= T (cfr. ancora
[6}, cap. IV, § 10, teor. 16), ossia D G . L’ ideale D risulta pertanto
contenuto in ogni primario di J* e quindi & D < I? come si voleva.

3. - Il teorema 2 pud pure vicavarsi come corollario dal visul-
tato seguente, anch’ esso conseguenza della proposizione 2 e relativo
alla decomposizione primaria di J* nel caso in cui si abbandoni
Yipotesi che & sia privo di zeri mulfipli:

TeorEMA 3. — Se JC R ¢ ideale primo e proprio, © & I'unico
primario isolato dell’ ideale 3°; inoltre gli zeri di un qualunque
primario immerso di 3 sono tutti singolari per J.

Essendo d primo & banale che se §*=%,[] ... [ %, & una de-
composizione primaria ridotta di J° uno solo degli ideali %, -sia
%, - @ isolato ed J & il suo radicale. Poiche, come si verifica fa-
cilmente, D & J - primario (°, posto &', = D[] F,, si pud supporre
che J° abbia la seguente decomposizione ridotta: I* =T’ [} T,
N« % coni %,2<<i<v) tutti primari immersi. Per provare
la prima parte del teorema basta dimostrare che %', = 9. Intanto
si ha: ', 9D. Se poi Ge D, per il teorema 1 esiste un polinomio
L¢3 tale che LG € 9°C %', e cid implica G e &', (perchd %', & J
- primario}. Dunque: D = %', come si voleva. Sia ora & un qua-
lunque primario immerso di J* ed 9T € R 'ideale di uno zero P
di ©. Se P fosse semplice per J, per la proposizione 2 si avrebbe

(®) cfr. [1]}, n. 5.



UN’OSSERVAZIONE SOPRA L’IDEALE DI UNA VARIETA ALGEBRICA, ECC. 455

@:3’R®m [fRC% e © non pofrebbe comparire in nessuna de-
composizione ridotta di J*. Dunque ogni zero di % & singolave
per J ed il teorema & completamente dimostrato.

OSSERVAZIONE. - B immediato ricavare che gli ideali primi di

R ¢l cui quadralo & primario possono caratierizzarsi come ideali
primi per i quali risulta D = J* (°).

(1

(2]

(81
(#

By

(6l
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(!) Un’altra dimostrazione di questo risultato - indipendente dal teo-

rema 3 - trovasi in [1]. teorema 2.



