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Sull'approssiniazione di processi
non stazionari in meccanica non lineare

C A R L O B A N F T ( B o ï o g n a ) ( ')

Sumniary. - A System of differential équations of the type x = EX{t, x, s)
is considered {x,XeRn, e real and positive) togetker with the
correspondît*g averaged System § = £l o fe e), where:

T

XQ(x, e) = hm %[X{Q, x, s)de

1 f e is s mail enough, a resuit of Bogoliubov assures that the solutions
of the averaged system. approack those of the first one throughout the

so-called long intervals \name1y 0 <^ t < : - ) -

In this paper the above mentioned result is extended to unbounded in-
tervals under some stability assumptions for the solutions of the ave
raged system. Some examples are also given.

1. - I problemi deila meccauica nou lineare cou debole non
linearità si riducono in molti casi allo studio del sistema:

(1) -^ = zX{t, x, s),

dove x ed X sono vettori in ÜÏ'* di componenti xx, x2, ... xn e
Xl9 Xj, ... Xn, ed E un parametro reale e positivo.

Come è noto, soluzioni approssimate del sistema (1), valide per
piccoli valori di e, possono ottenersi con il cosidetto nietodo di
media, cioè, supposto che esista il limite:

t+T

(2) X0(x, s) = lim % ! Z(Ö, x,
T+ JJT-++QO J-J

risolvendo opportunamente il sistema:

(3) | =

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo IN". 4 del Comitato per la
Matematica del C. IV. R. per l'anno 1966-67.
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detto sistema mediato. Accanto al sistema précédente occorrerà
tener presente il sistema ottenuto con la sostituzione T = S£:

(3') 3Tl )

I foiidamenti di questo procedimento sono stati dati da N. JST.
BOGOLITJBOV in [1], comunque sono stati ampiamente esposti anche
nel noto volume [2]. Questi procedimenti sono stati ripresi, in più
punti estesi e chiaramente esposti da J. K. HALE ([3], [4]). Contri-
buti notevoli anche se spesso poco chiari sono stati dati anche da
Y. M. YOSOLOV : un' ampia rassegna degli studi fatti da questa
autore è stata data in un suo lungo resoconto [5].

In [2] fondamentalmente è dimostrato che se il secondo mem-
bro délia (1) è funzione quasiperiodica di t soddisfacente a certe
opportune condizioni di regolarità, in corrispondenza aile solu-
zioni costanti o quasiperiodiche del sistema (3) esiste sempre una
soluzione quasiperiodica o una varietà integrale délia (1) vicina
alla corrispondente soluzione del sistema mediato e con le mede-
sime caratteristiche di stabilità.

Nello stesso Tolume ([2] Cap. YI pag. 429-435) viene dato un
teorema che affronta lo studio del metodo di media per sistemi
a cui non si richiede per la dipendenza da t la quasiperiodicità
e per processi in generale non stazionari. In taie teorema sotto
opportune condizioni di regolarità che verranno riprese più avanti,
si dimostra che data una soluzione x(t) di (1), fissati arbitraria-
mente rt e T0 reali e positivi. per E sufficientemente piccolo la so-
luzione l(t) di (3) con ç(0) = x(0) soddisfa la relazione:

(4) |a#) -W\< -1,0

per ogni t dell' intervallo 0 < t < -- .

Y. M. YOLOSOV in [5], [6], [7] e [8] considéra anche Pestensione
del risultato précédente ad intervalli infiniti ma sembra sostan-
zialmente riferirsi, anche se per sistemi più generali di (1), cioè
con alcuue incoguite rapidamente variabili, a soluzioni abbastauza
vicine aile soluzioni stazionarie.

In effetti il risultato di BOGOLIUBOV citato non si puö esten-
dere in generale ad un intervallo illimitato. Si darà in propo-
sito un controesempio dal quale risultano chiaramente i limiti

(4) Con | a; | si indicherà una norma per il vettore x in Rn. potrebbe
indifferentemente assumersi o la norma euclidea o un'altra equivalente»
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del procedimeiito soprattutto dal puuto di vista del confronto del
comportamento qualitativo délie soluzioni di (1) e di (3). In questo
lavoro Ri diinostrerà la possibilità di estendere il risultato citato
ad intervalli illimitati, in generale per processi non stazionari,
sotto opportune condizioni di stabilità délie soluzioni del sistema
mediato. Quello che si vuole tra Paltro sottolineare è come in
questi casi risultino effettivamente confrontabili i c o m port a menti
qualitativi délie soluzioni dei sistemi (1) e (3). I risultati che si
otterranno non sembrano coincidere o rientrare in quelli di TOLO-
sov. D' altra parte il risultato che si darà è suscettibile di inte-
ressanti applicazioni nello studio dei processi non stazionari, ap-
plicazioni di cui si daranno alcuni cenni eventualmente suscetti-
bili di ulteriori sviluppi.

Si, - Cominciamo con il dare un esempio banale ma in cni si
veda in modo semplice e chiaro come il risultato di BOGOLIUBOV

citato non è estendibile in generale ad un intervallo illimitato.
Si cousideri l'equazione differenziale:

ânr
<5) [%

con x funzione reale di t. L'equazione mediata, come facilmente
si verifica, risulta essere :

<6> *

Se si considerano le soluzioni dl (5) e di (6) per x(0) = ;(0) = 0
si ha:

(7) x(t) = - ^ e* + ^ = £ e-*, l{t) = 0.

Fissato T0 per 0 < t < ~ si ha:

e si puö quindi sempre determinare e in modo che risulti:

Ma se si considéra t —- + oo, coinunque si prenda e positivo
" + °° e quindi evidentemente per la particolare soluzione

presa iu considerazione l'approssimazione data dalla (6) non ha
alcun senso dal punto di vista qualitativo.
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3. - Dopo questa semplice illustrazione passiamo ora ad enun-
-ciare il risultato che si vuole ottenere.

Dato il sistema (1), detto D un cerfco insieme in Rn ed E lo
intervallo 0 < E < s0, per x e D, s 6 Ê e i > 0 valgano Ie seguenti
•condizioni:

i) X(t, x, E) sia continua in a;, £ e f;

ii) esista uniformemente rispetto a x, E e t il valore medio (2);

iii) vi siano due costaiiti positive M ed L tali che:

<8) |X(t, x, s)| < M, |X[t, x\ s) - X[t, x", E)| < L | x ' - x"|.

Occorre notare che per l'uniformità supposta per il limite,
X0(ac. s| risulterà continuo in x ed e ed inoltre varranno anche
per esso Ie (8).

Sotto Ie condizioni suddette vale il seguente :

TEOREMA. - Data una soluzione x*(t, e) del sistema (1) con con-
dizioni iniziali x*(0, e) = sc0, il sistema (3') per ogni &eE e t > 0
^ibbia una soluzione 5*(T, E) = |*(s^, e) e D con ;*(0, s) = cc*(O, E) = oso,
asintoticamente stabile in T, uniformemente rispetto ad E in E ed
esista un numero reale positivo o tale che la distanza di £* da
dB frontiera di B sia maggiore di p. Fissato allora uu numero
reale v\ con 0 < /) <; p, è possibile determinare E,, con sx e E, tale
che per ogni e con 0 < E ^ E ( e per ogni t > 0 si abbia:

.(9) \x*(t, I ) - 5 * K •)!<*,.

Dobbiamo prima di tutto enunciare il risultato di BOGOLIUBOV

in una forma leggermente più generale, assumendo come istante
iniziale un generico istante t0 > 0. (*)

(2) Sostanzialraehte per estendere a questo caso più generale il risultato
di BOGOLTUBOV con l'uniforraità della (LO) rispetto a t0 è sufficiente ara-
mettere, come si è fatto in (ii), l'uniforraità del limite (2) rispetto a t
per £>0 . Si potrebbe sospettare che tale condizione sia tanto forte da
limita re fccessivamente P applicabilité del procedimento. Togliamo allora
segaalare prima di tutto che essa è verificata dalle funzioni uniforme-
mente quasi periodiche [9], ed inoltre che è abbastanza facile far vedere
<;he condizione sufficiente per la validità della suddetta uniformità è che
risulti :

t

sup |

relazione soddisfatta in particolare nei casi in cui lo scarto tra funzione
e relativo valore medio sia integrabile in senso generalizzato in 0<i<T-f oo.

30
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Fissato w con 0 < OJ < /) e fissato T, si puö déterrai nare £j e E
taie che per 0 < e < e , , se x{t0* e) = 5(si0, e), si abbia:

(10) !«(«, £ ) - É K e)|<o>,

per ogni £ dell' intervallo l0 <T £ < ^ + - •

Posto ciö, teniamo presente che 5* è per ipotesi asintoticamente
stabile in T uiiiformemente rispetto ad e in J£, ma esseudo la (3')
autonoma è anche asintoticamente stabile uniformemente rispetto
ad ogni x0 = si0 e quindi per un fissato X > 0 si puö determinare-
S > 0 taie che per ogni Ç(T, S) con:

per T > T0 si abbia:

(12) |Î(T. •) —Ç*(T, • ) !<• / ,

e

(13) . lim |5(T, C ) -Ç*(T , e)! = 0,
T->+OO

uniformemente in s e E.

Per quest' ultima condizione, fissato JA con 0 < [x < 7. si puö*
determimare T > 0, taie che per x — T0 ;> x e sempre per ogni
e e E sia:

(14) |S(T, e)-5*(T, e ) | < ^ .

Fissato inizialmente vj < p, si assumano oi e t in modo che val-
gano contemporaneamente le relazioni:

(15) w + E <-/), w < S ;

inoltre si prenda (j. in modo che sia:

(16) <o + fx < 8.

Per la prima délie (15), tenendo presente che \L <; X, varrà,
anche :

<17) «* +
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In corrispondenza a [/. resta determinato T. Per l'arbitrarietà
di -e, si prenda:

(18) T > 7 .

In corrispondenza a w e a T si détermina infine e, per cui ri-
sulta verit'icata la (10) secondo il risultato di BOGOLIUBOV enunciato.

Fissato ora e<"£M posto t0 — 0 per la (10) e per Ia prima delle

(15) la (9) risulfcera verificata nell'intervallo 0 < t < - .

Per verificare la validità della (9) anche per t *> - si sup-

ponga che esista un istante finito £" > - per cui sia:

(19)

Essendo per t = -l\ a;*|- , si— E*(T, e) | <O) < w +^<* / ] , esisteran-

no nell'intervalló - < i < /" degli istanti i/; per cui:

(20) ; x*(tk, e) - **(tib, t) I = pL + » < ,.

Sia fm il più grande dei tk, evidentemente esisterà finito
essendo tk < t".

Si consideri la nuova soluzione lm della (3') con la condizione
lm(dm, e) = x*(tm, <-). Per la (20) e la (16) si avrà:

(21) |5*(«*m, • ) -«- (««• , « ) | < 8,

e pertanto per t>t„l9 per la (12) varrà:

(22)

e per la (14) per tf > tm + - :

(23) |

D'altra parte per la (10) uell'intervallo <„,<<<<„, + - s i ha:

(24) |U«*. «)-«*(<, «) |<«,

e quindi per la (24), (22) e (15) nell'intervalló suddetto vale la (9),
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di consegaeuza la relazione:

(25) tm + 1 < t".

Ora per la (18) possiamo première in considerazione l'intervallo:

(26) tm + l<t<tm + *-.

Peu la (25) taie intervalle» risulta interno ail'intervallo
tm f î t 5Ü t"* Inoltre in esso per la (24) e la (23) si ha:

(27) | ?*(«*, s) - x*(t, a) | < | $*(«*, s) - U < si | +

+ lïmK £) — **(*, £) I < f- + *>,

quindi se esistesse effettivameute fiuito t", tm non sarebbe il più
grande dei tk. Da questa contraddizione resta dimostrata la vali-
dità délia (9) per 0 < e < £!, e per ogni 6 .> 0.

4. - A. titolo di esemplificazione delle possibili applicazioui
dei risultati precedenti accenneremo a due casi particolari molto
semplici.

Si consideri l'equazione nell'incognita x reale:

(28) ^ « « [ x - a s ' + «-«].

Il sistema mediato corrispondente è :

(29) I-.P-5'].

Per questJ altima equazione tutte Ie soluzioni sono asintotica-
mente stabili esclusa la soluzione l = 0 e del resto si puö facil-
mente verificare la validità delle altre condizioni richieste. Risulta
allora chiaro come 1' applicabilità dei risultati trovati viene meno
solo in un punto e ciö evidentemente non disturba lo studio
deir andamento qualitativo delle soluzioni della (28) i si puö per-
tanto dire che dal punto di vista qualitativo per E abbastanza
piccolo 1' andamento delle soluzioni della (28) è equivalente a
quello della (29).

Passiamo ora a trattare rapidamente in un caso particolare i
metodi che si applicano nella teoria della sincronizzazione.
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Si cousideri l'equazione ([11] pag. 155 e seg ) :

(80) W ~~£(1 ~~ z%) Tt + z = £p c o s {lsit + a)'

con w- = 1 + eS.

Posto :

z = xï sen oit + x2 cos od,
(31)

ds
—- = to(Xi cos coi — x2 sen

si ottiene il sistema seguente del tipo di (l):

iï i [ + ( 1 - s°) S + p cos (w' + a ) l c o s

(32)

^ = - E-t) [fa + (1 - s-1) g? + p cos (U + a)l sen wi.

Il sistema mediato corrispondente risulta essere:

(33)

Qaesto sistema sotto coiidizioni per cui rimandiamo a [11] am-
mette punti singolari stabili. Le oscillazioni armoniche approssi-
mate delUequazione (30) si ottengono sostituendo nelle (31) in
luogo di xv ed x2 Ie cooi-dinate di tali puiiti singolari. Le solu-
zioni della (32) che partono dalla regione di attrazione di questi
punti singolari stabili sono soluzioni limitât e e asintoticamente
stabili, del resto si potrebbe verificare che valgono Ie diverse
condizioni di regolarità richieste, pertanto se si vogliono cercare
soluzioni non stazionarie della (30), a cui corrispondono condizioni
iniziali del sistema (32) in tali regioni, si ha che Ie soluzioni cor-
rispondenti dei due sistemi (32) e (33) risultano prossime per ogni
f>_0. Si potrà cosï determinare una approssimazione delle solu-
zioni non stazionarie cercate della (30) sostituendo nelle (31) al
posto di #! e x2 Ie IJt) e ^(t) corrispondenti.
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