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RELAZIONE SCIENTTIFICA

PROBLEMI DI DIRAMAZIONE PER EQUAZIONI
FUNZIONALI

GIOVANNI PRODI (Pisa) (¥)

L’insieme delle soluzioni di un’equazione non lineare pud pre-
sentare una struttura assai complicata, come & gia evidente nel
caso di uno spazio di dimensione finita. Uno degli strumenti d’in-
dagine pii comuni e pi elementari & quello che consiste nell’in-
trodurre un parametro e nell’individuare i punti per cui viene a
cadere 'omeomorlismo locale tra parametro e soluzioni: cioé i
punti di diramazione.

Nel corso di questa relazione prenderd in esame un problema
tipico di diramazione per equazioni mon lineari mnegli spazi di
BawnacH, che ora introdurrd.

Sia B uno spazio di BANACH sul corpo reale e sia 4 un ope-
ratore definito in un inforno U dell’origine di B. Salvo avviso
contrario, noi supporremo sempre A compatto (con terminologia
piu tradizionale: completamente continuo).

Supporremo A(0) = 0; 1’ equazione
(1) i — Au) =0
in cui A & un parametro reale, possiede allora, per ogni A, la

soluzione nulla. Cid premesso, poniamo la seguente definizione :

(*) Conferenza tenuta il 3 ottobre 1967 all’ VIII Congresso nazionale
dell’ U. M. I. (Trieste, 2-7 oftobre 1967).
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414 GIOVANNI PRODI

Si dice che il numero reale A, & punto di déiramazione per la
(1) se in ogni intorno di (};,, 0) in R> B si trovano soluzioni
(A, u) della (1), con « 3=0.

Naturalmente, si pud porre il problema di indagare sulle
proprietd delle nuove soluzioni trovate (cioé del nuovo <« ramo »,
non baunale): sono un insieme conmnesso in R ><X B? (o &, almeno,
un insieme connesso la loro proiezione su B?). Valgono particolari
rappresentazioni analitiche? (Possiamo pensare, ad esempio, a
sviluppi analoghi a quelli di PuIsgux).

B bene, comunque, partire da una definizione ampia come quella
introdotta: in realta, in molti problemi concreti, anche la sola
risposta al quesito se un certo punto A, sia o non sia di dirama-
zione presenta difficoltdh molto serie.

11 problema posto si pud considerare come la naturale esten-
sione al caso non lineare del problema della ricerca degli autovaloxi
per un operatore lineare. Infatti, se A & lineare ed ha come
autovalore },, A, & punto di diramazione secondo la nostra defi-
nizione. Alcuni autori hanno trasferito al caso mnon lineare la
terminologia in uso nel caso lineare: si parla cosi di autosoluzioni
per indicare le soluzioni non mnulle della (1), di autovalori, di
spettro. Ma non pare il caso di spingere ’analogia troppo in la:
cid che veramente si estende al caso non lineare & l’aspetfo locale
del problema, cioe il fenomeno della diramazione. Per il resto. non
fa meraviglia che il caso non lineare presenti spesso una completa
diversita di comportamento (nel caso non lineare, ad esempio, lo
«spettro», in generale, conterrd interi intervalli).

Sempre a proposito di terminologia, osserviamo che, specialmente
per il tipo di problema che abbiamo preso in esame, si usa spesso
il termine di biforcazione, anziché diramazione.

Molti importanti problemi di matematica applicata si possono
inquadrare nella ricerca dei punti di diramazione per un’equazione
del tipo (1), come si vedra mnegli esempi che seguiranno: anche
il parametro A ha spesso un significato fisico preciso.

Per fare un cenno alla storia del problema, ricorderd che esso
venne posto (per equazioni integrali costruite con speciali opera-
tori integrali) da E. ScEMIDT [6], nella terza delle sue memorie
sulle equazioni integrali, pubblicata nel 1908.

Poco tempo prima LyapPuNov [6] aveva tradotto in un problema
di diramazione il celebre problema della configurazione di equili-
brio di un fluido rotante sottoposto all’azione della attrazione
gravitazionale, e aveva dimostrato l’esistenza di nuovi rami di
soluzioni.
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Successivamente, ad opera di vari autori (A. J. NEKRAsoV [7],
L. LicarensyEIN [8], A. HaMMERSTEIN [9], ed altri), i metodi di
LyarUNov e SCHMIDT sono venuti a chiarirsi, anche per il con-
temporaneo progredire della teoria delle equazioni funzionali
lineari. L’aspetto piut profondo di queste ricerche — pur con
sviluppi diversi — sta nel ridurre il problema allo studio di
un’equazione in uno spazio di dimensione finita (’equazione di
diramazione). Nel § 1 fard un rapido esame di questo metodo,
che dird metodo analitico; nella mia presentazione, peraltro, mi
terrd ad un livello di generalita assai inferiore a quello in cui
si possono inquadrare oggi i risultati di questa teovia. Accennerd
brevemente alle estensioni pilt importanti.

Un secondo mefodo d’indagine & quello che si basa sulla
nozione di grado topologico introdotta da LERAY e ScHAUDER
nella celebre memoria del 1934 [10]. Nel § 2 di questa relazione,
dopo aver richiamato il fondamento di questo metodo, espongo
una importante applicazione fatta recentemente da W. VELTE [14]:
la dimostrazione di non unicitd per un problema riguardante il
sistema di NavIER-STOKES stazionario (1).

Altri metodi sono quelli che riguardano i problemi di fipo
variazionale, cioé i problemi di tipo (1) in cui loperatore 4 &
gradiente di un funzionale. Questi metodi hanno avuto origine da
noti procedimenti infrodotti per lo studio dei punti stazionari
(o critici) dei funzionali.

Nel § 3, dopo aver esposto un importante risultato di KRa-
SNOSEL’SKII, cercherd di chiarire i rapporti che intercorrono tra
questo ed alcune ricerche di E. H. Rorar [19] [20] rignardanti
Yestensione agli spazi di HiLBERT della teoria di Morse. Ripor-
terd, come esempio di applicazione, un risultato di M. S. BERGER
[22] su un problema della teoria non lineare della elasticita.

Come risultera evidente, questa esposizione non ha pretese di
completezza e tende a dare solamente un’idea di questo tipo di
questioni e dei metodi che vi si applicano; chi volesse una pil
ampia informazione (anche dal punto di vista storico) potra con-
sultare I'estesa monografia di VAINBERG e TRENOGIN [4] per la
materia del § 1, e le opere [1], [2] di KrRASNOSEL’SKII, [3] di VaIN-
BERG per i rimanenti argomenti.

(!) Esempi di non unicita per taluni problemi «esterni» si conoscevano
gia da prima. Ma qui il problema & di diversa natura.
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1. - Il metodo analitico.

Cominciamo con una constatazione di carattere generale, valida
per un operatore A (anche mon compatto) dotato di derivata di

FrecaET A'(0) nel punto 0:

I - L’insieme dei punti di diramazione per la (1) & contenuto
nello spettro di 4°(0).

Infatti, essendo A(0) = 0, vale la rappresentazione A(u)=
= A'(0)u + o(|u|); sia ora A, un punto di diramazione: esistera una
successione (A,, %x) in R >< B con u, 3= 0, tale che l,un — A(1n) =0

e lim X, =},, lim %, =0.
n-0 n—0

Si avra:
2 Mty — A'(Q) Uy =0 con Gy =0{|un|)

Supponiamo, per assurdo, che )\; non appartenga allo spettro di
A'(0), cioe che esista l'operatore [A\, I — A’(0)]—*; applicando questo
alla (2), si ottiene:

Un = [)‘oI - A’(O)]—l(“ﬂ — (n— )‘o)'“'”)

dividendo membro a membro per |uy| e ponendo |us|—'up = 2,
l Un l_l(c” - ()\n - )‘o)un) bl En si ha

2n = AT — A'(0)]%n

ma cid contrasta con la continuita di [, I — A'(0)]—, essendo }2,| =1,
mentre &, & una successione infinitesima. '

Se A & compatto. come & noto, anche A'(0) & compatto. Dunque
un punto di diramazione %,3=0 & un autovalore di A’(0).

La condizione di appartenere allo spettro & perd soltanto neces-
saria affinche A, sia un punto di diramazione: consideriamo infatti
il seguente semplice esempio.

Sia B=R? A:(x, y)— (x + 9’, y — ). Ovviamente, il punto
2, =1 & un autovalore per A'(0) (che & I’indentitd), ma si verifica
che lequazione Mz, y) — A(z, 7)) = 0 ha, per ogni valore di ), solo
la soluzione nulla. Quindi non esistono punti di diramazione.
D’ora in poi considereremo sempre A compatto e cercheremo di
dare condizioni sufficienti affinché un autovalore X,5=0 di 4’(0)
sia punto di diramazione.

Indichiamo con V la varietd (di dimensione %) nucleo dell’ope-
ratore A,JJ — A'(0), con S la varietai-immagine (di codimensione n),
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che si caratterizza, come & noto, come varieth degli elementi s
tali che <<s|v*> = 0 per ogni funzionale v*eB* appartenente alla
varietda V* delle autosoluzioni della equazione aggiunta. Possiamo
associare a V una varietd complementare W: indichiamo con p e ¢
le proieziomi su V e W rispettivamente. Associamo poi ad S
una varietdh complementare 7 (di dimensione #). IL’equazione
Aw — A'(0jw = s ha una ed una sola soluzione in W per ogni
sel; risulta cosi definito in S un operatore continuo s — w, a
valori in W; indichiamo con T [’operatore B — W che coincide
con questo operatore in S e si annulla in Z.

Nell’ipotesi che A sia di classe @!, cioé sia dotato di derivata
di FRECHET continua {ricordiamo A'(w) & un elemento di £(B, B)
e che la continuithd va intesa secondo la morma di questo spazio),
la (1) si pud mettere nella forma:

3) Ay — A'(0)u = p(un)

essendo p(u#) un operatore di classe @' tale che p'(0) = 0, o(u) = o(u).
Poniamo ora pu-—=wv, qu-=w, A—n, =u. Allora la (3) risulta
equivalente al sistema

<uvlv+4w)—glv+w|vE>=0 per ogni v*eV*

M — A40pw = — (o + ) + ¢lv + n).

Dalla seconda equazione ricaviamo, sempre sussistendo la prima,
(4) C W= T(— s+ w) + ol + ).

Questa, d’altra parte, per il teorema del DiN1 esteso agli spazi
di BavacH (vd., ad es., [12]), & localmente risolubile rispetto a w;
si ottiene dunque

w = (., v)

essendo y un’applicazione di classe @' definita in un intorno del-
Porigine di R>< V, a valori in W.
In conclusione, la (1) risulta localmente equivalente al sistema

<o + Y ) + p© + 1, ©)]0*> =0 per ogni veV*

(5)
w = y(u, v).

La prima di queste equazioni si dice equazione di diramazione
ed & impostata su un aperto di uno spazio di dimensione finita:
R < V; si pud tradurla in un sistema di » equazioni scalari (tante
quante sono le dimensioni di V#). Il nostro problema & dunque
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tradotto in un problema di dimensione finita; & pure interessante
notare che, in base al sistema (5), le soluzioni dell’'equazione (1),
in un intorno del punto (,, 0), si possono rappresentare cartesia-
namente su un sottoinsieme di uno spazio lineare di dimensione
finita.

Naturalmente, con la traduzione nel sistema (5), il mnostro
problema & tutt’altro che risolto; occorre trovare criteri che as-
sicurino 1’esistenza di soluzioni non banali per 1’equazione di
diramazione e che indaghino sulla natura di queste, sotto ipotesi
particolari. A questo riguardo, dobbiamo limitarci a qualche
semplice osservazione.

Una circostanza che introduce qualche semplificazione nella
nostra ricerca & quella formulata nella seguente ipotesi.

Ipotesi (F) - Il nucleo di X3 JI— A’(0) coincide con il nucleo
[2oI — A'(0)]"

Nell’ipotesi (F), pertanto, il nucleo di Al — A’(0) coincide con
il sottospazio invariante associato all’autovalore ;.

In questo caso (secondo la teoria di Rresz) I’ immagine S & una
varieth complementare di V e si pud dunque prendere W= S;
evidentemente, poi, si pud prendere Z=7V. Ricordando, il ‘modo
con cui & stato definito 7. si ha T(v)=0, e percid la (4) pud
scriversi nella forma:

4') w = T(— vw + plv + w)).

La prima delle {5) esprime I’appartenenza di p(v + y(», 2)) +
+ p(v +7v(», v)) ad S e, percid, essa pud venire espressa ora nella
forma p(w(v + v, 2)) + e(v + Y(», v))) = 0; pertanto, tenendo conto
del fatto che py(x, v) =0, in luogo del sistema (5) abbiamo ora il
sistema

(5) : wv — p(o(v + Y, v) =0

w = y(w, v).
Dal sistema (5') si pud dedurre facilmente il seguente criterio:

II - Se 4, & autovalore semplice per Poperatore A’(0), allora ),
& punto di diramazione.

Infatti, sia » un’autosoluzione; possiamo porre: v = 'v_S,p(p(';vE +
+ v, v%) =5q,(s, p). L’equazione di diramazione diventa allora

vE = Y, p).
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Ora, dall’esame della (4), tenendo confo che & p(u)=o(|u|),
si ricava facilmente che (5, ) & infinitesima di ordine superiore
al primo rispetto a §, uniformemente al variare di « in un opportuno
intorno di 0:[—3, 4+ 8]. Allora & possibile assegnare un 7 >0
tale che per ogni (e[ —=, + n] con £3=0 e per ogni ve[—3, + 3]
si abbia

Cid significa che, per ogni e[ —n, + 1], £€Z=0, la funzione
"HE: )
3

>

continua v — porta lintervallo [—3, + 8] in se&; esiste

allora un p tale che sia u = QLE,;_;L)

v

. Con cid viene provata l’esistenza

di una diramaziome.
Facciamo ora un’ulteriore ipotesi

Ipotesi (T) - Lioperatore A sia analitico.

Con questo intendiamo dire che esisté una successione A%(0)
di operatori {dove A'Y(0) & n-lineare simmetrico e rappresenta la
derivata n-sima di A nel punto 0) tali che si abbia, uniformemente
in un intorno di 0:

1
Afw) = A(0) + A'(0)u) + % A7) + e 4 5 AP0 - e

Tenendo presente che & A(0) = 0, nel nostro caso si pud porre:

1 1
plw) = 53 A"(O)u)? + . + 77 A0 + ...

Applicando alla (4') la versione analitica del teorema del DinT,
si ottiene per y l’espressione

Y(P’: ’D) = u(,v)z + "'(P-; V)

1
dove o & l'operatore bilineare simmetrico 9 TA"(0) e 6 & un opera-

tore analitico tale che, in un intorno dell’origine di R < V, si
abbia: |o(u, o)<kl | |o]* + 2 F)

Supponiamo ora che valga anche DIipotesi (F') e cerchiamo
una soluzione della prima delle (5') della forma v = v,y + v,(p)u?
dove v, & vettore non nullo e v, & funzione analitica di w. Sosti-
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tuendo, si trova con facili calcoli:

. 1
0+ 0yt = 5 PA"(0) (00) + wBIA0) (0,) o) + 7 47O +
+ P,'!J(y., V;, 'v;(y'))]

essendo sempre Y(x, v,, v,) una funzione analitica dei suoi tre
argomenti («eR, v, v,e V).
Da questa si ottiene immediatamente il sistema equivalente

1
v, — 5 pA"O) (v, = 0

© , Lo
| v4(1) — pA0) (0) () = a7 47O + P, vsr V3

Dunque, una condizione necessaria perché si abbia una dirama-
zione del tipo cercato & che la prima di queste equazioni abbia
(in V) una soluzione v, non nulla; ammettiamo che una tale v, ci
sia e cerchiamo una condizione sufficiente.

Si verifica facilmente, in base al teorema del DiNi, che, se
Papplicazione lineare di V in V:

() x — 2 — pA"(0)(v,))x)

& invertibile, la seconda equazione & univocamente risolubile
rispetto a v, e la funzione wy(x) risulta analitica.

Concludendo:

III - L’operatore A sia analitico e per },, autovalore non nullo
di A4°(0), valga Pipotesi (F). Si supponga inoltre che:

la prima delle (6) abbia una soluzione v, non nulla

Y applicazione (7) diV in V sia invertibile.

Allora la (1) ha in }; una diramazione rappresentabile nella
forma

v =pv, + @g(u), W =p'wyu), essendo u=>Xr—1,

ed essendo v, e w, funzioni analitiche di p, a valori in V e W
rispettivamente.

In modo analogo si pud dimostrare la seguente proposizione.

IV - L'operatore A sia analitico e per A, autovalore non nullo
di A4'(0), valga Vipotesi (F). Si supponga inoltre che:

sia pA”(0)=0

VPequazione 'v,xg—!pA”(O)(v,)3=O abbia in V una soluzione v,7=0
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e, in corrispondenza ad essa, ’applicazione lineare di V in V:
s 1 y 2
7 x — x5 5 A”(0)(v,)(ex)

sia invertibile. Allora, la (1) ha in X, una diramazione rappresen-
tabile nel seguente modo per mezzo del parametro = variabile in
un intorno dello 0:

V=10, 4 k), w=tw). p=A— =

essendo v, e #, funzioni analitiche di 7, a valori in Ve W rispet-
tivamente,

(In questo enunciato, dove compare il doppio segno, occorre
prendere sempre quello superiore o quello inferiore).

OSSERVAZIONE. — L’operatore lineare (7) & il differenziale del-
Poperatore. che compare primo membro nella prima delle (6)

1
v— v — 5 pA"0) (v)2

Quindi Pinvertibiliti dell’operatore (7) esprime il fatto che la
soluzione v, & semplice nel senso piii ovvio. Analoga osservazione
vale per I’ operatore (7’).

Prima di lasciare I’argomento, accenniamo ad alcune estensioni
del problema che abbiamo studiato.

Nei lavori di BARTLE [23] e, successivamente di VAINBERG e
TrRENOGIN (vd.[4]), & stata considerata ’equazione F(x, y) =0 dove
F & un’applicazione, soddisfacente ad opportune condizioni di
vegolarita, : B, X E, — E;, essendo E,, E,, E; spazi di. Baxnacu
(reali o complessi) e si suppone F(0, 0) = 0. La variabile y ha il
ruolo di parametro. Se l'operatore F.(0, 0): E, — E; non & inverti-
bile, non si pud applicare il teorema del DiNI. Ma se questo
operatore ha immagine chiusa ed ha nucleo e conucleo di dimen-
sione finita, 1’ essenziale del procedimento che abbiamo descritto
pud conservarsi e si pud scrivere 1’equazione di diramazione. Il
BARTLE considera il caso in cui nucleo e conucleo di F,(0, 0)
hanno la stessa dimensione; VAINBERG e TRENOGIN il caso gene-
rale. Come applicazione, si possono considerare problemi di dira-
mazione per equazioni non lineari costruite mediante integrali
singolari (gia considerati precedentemente da vari autori). Nel
caso in cui nucleo e conucleo abbiano dimensione 1, BARTLE pre-
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senta una accurata indagine sui rami, basata sui diagrammi di
NEwroN, che vengono adattati anche alla ricerca dei rami reali.

Segnaliamo infine che J. ScHwaRrz [25], partendo da una pre-
cedente ricerca di J. CroNIN [24], ha studiato il problema della
diramazione per l'equazione x — A(}, ) =0 essendo x variabile in
un aperto di uno spazio di Banach complesso contenente il punto 0,
od essendo A analitica rispetto al parametro complesso % e rispetto
ad x. Egli suppone A compafto e tale che A4(%, 0) =0 per ogni A.
Egli perviene al seguente notevole risultato: se ), & tale che 1
appartenga allo spettro di 4',(}, 0), senza che questo accada per
altri valori di X in un intorno di X,, e se 0 & una soluzione iso-
lata dell’equazione x — A(%,, ) = 0, allora A, & un punto di dira-
mazione e vi € un ramo di soluzioni non nulle esprimibili in

T(A—Ag) e

0
{k intero > 0). La dimostrazione di ScEWARz utilizza sia procedi-
menti analitici che la tecnica di LERAY-SCHAUDER.

(oo}
funzione di A\—J, mediante una serie di Puiseux: z(\)=3

m

2 - Impiego del grado topologico. Un’applicazione all’Idro-
dinamica.

Il metodo che stiamo per esporre si fonda su un semplice
corollario della teoria di LERAY-SCHAUDER (*).

Noi supponiamo che 4, oltre ad essere compatto, abbia derivata
di FRECHET continua.

In base alla teoria di LERAY-SCHAUDER, si chiama indice di
una soluzione isolata wu, dell’equazione « — A(u)=10 il grado
topologico della trasformazione % — u — A(u) relativo ad una sfera
con centro u, e raggio abbastanza piccolo. Se eniro un certo
dominio D cade solo un numero finito di soluzioni, il grado
topologico & la somma degli indici di queste.

I’indice di una soluzione isolata u, & facilmente determina-
bile se I'equazione v — A’(1,)v = 0 non ha autosoluzioni: si dimo-
stra che esso & uguale a (— 1), dove m & il numero degli auto-
valori > 1 contati con la loro molteplicitda (qui per molteplicita
s’intende la dimensione del sottospazio invariante associato all’au-
tovalore). '

Veniamo dunque al nostro problema, che & quello di decidere
se un certo A,, autovalore dell’operatore A'0), ¢ punto di dirama-
zione. Si ha (vd., ad esempio, [1] Cap. III):

(?) Per un’esposizione di questa rinviamo, oltre che alla classica memoria
{10}. alle monografie [11] e [12].
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Se & 4,30 e se ), & autovalore di molteplicith dispari, allora
¢ punto di diramazione per la (1).

Infatti, supponiamo A, > 0 e consideriamo un intervallo [A,, 2,]
tale che 0 <<, << ), << A, e che in esso non cadano altri autovalori
di A10). Sia P, una sfera chiusa con centro nell’origine di B e
raggio p, e sia S, la sua frontiera in B. Poiché n& X, né A, possono
essere punti di diramazione, esiste un o> 0 tale nella stera Pj,
le equazioni A\ — A (v) =0, ,u — A(u) =0 non hanno altre solu-
zioni oltre a quella nulla.

A questo punto, supponiamo per assurdo che nell’insieme
(A, %]><8; con ¢<p, non vi siano soluzioni (%, u) della (1). Allora,

1
il grado di LERAY-SCHAUDER dell’applicazione » — % — ;—A(u) ri-

spetto alla sfera P, si mantiene immufato nel passare dal valore
4, al valore 1, del parametro. Per A =1, e A =1}, il grado rispetto
a P, non & che l’indice della soluzione nulla. Ma c¢id non pud
essere perché mel nostro caso, applicando la regola per il calcolo
dell'indice che abbiamo richiamato, si trova che 1’indice passa da
+ 1 a — 1 {0 viceversa) nel passare da A=1X%, e X =),.

Dall’assurdo si deduce che, per ogni p << g, Pinsieme [}, %,] < Sp
coutiene una soluzione della (1): questo ci dice, tenuto conto della
arbitrarieta con cui si pud prendere l’intervallo [A,, 2,]. che ), &
un punto di diramazione per la (1).

Nella dimostrazione che abbiamo fatto, la sfera P, pud essere
sostituita con un qualsiasi dominio contenuto in P, e avente
Porigine come punto interno: cid permette di dimostrare che in B
Pinsieme di tutte le soluzioni w della (1) per Ae[},, A,] contiene un
continuo congiungente l'origine con S7. Precisamente: la compo-
nente connessa contenente il punto 0 contiene necessariamente
qualche punto di S7.

Si & portati anche a porre la congettura pii forte: che 1’insieme
delle soluzioni della (1) (%, ). per Ae[\,, %,] contenga un continuo
congiungente il punto (A, 0) con un punto di [X,, A,]>< S;: non
conosco risultati al riguardo.

Nel caso che A, sia autovalore semplice, ritroviamo un risultato
che avevamo riferito nella prima parte.

I1 metodo che abbiamo esposto non fornisce rappresentazioni
analitiche per le soluzioni del nostro problema: in compenso esso
richiede un minimo di informazione, essendo sufficiente l’esame
dell’equazione linearizzata v — A’(0)v = 0. Che poi non si possa
prescindere dall’ipotesi della disparita di ), risulta ovvio dall’ esem-
pio che abbiamo premesso nel § 1.

Spesso, quando il problema che si considera presenta una for-
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mulazione complicata, il ricorso all’equazione linearizzata & I’ unica
via praticamente possibile. B il caso dei problemi che si incontrano
nella teorvia dei fluidi viscosi: in questo campo sono stati ottenuti
recentemente alcuni risultati significativi da W. VELTE. Sorvoliamo
sul primo dei problemi da lui considerati [13], che riguarda i moti
convettivi termici di un fluido, nel caso bidimensionale (la trat-
tazione & stata estesa al caso tridimensionale da A. MarinNo [14]).
Dedichiamo invece un esame approfondito ad un successivo lavoro
di VELTE, in cui, per la prima volta, si arriva a dare un esempio
di non unicitd per un classico problema di idrodinamica.

Si tratta del moto di un liquido viscoso fra due cilindri coas-
siali di raggi r, ed r, (r, <r,): il sistema stazionario di NAVIER-
STOEKES possiede in questo caso una soluzione a simmetria assiale
che si determina elementarmente (flutdo di CouerrE). Il problema
& quello di vedere se, in accordo con i ben noti calcoli sulla
stabilith e con le esperienze condotte da G. I. TavLor (%), pud
presentarsi una seconda soluzione. per opportuni valori dei dati.

Il VELTE considera il.caso di cui la velocith del cilindro
esterno sia nulla e imposta il problema sotto forma di ricerca di
una biforcazione, a partire dalla soluzione di CoTETTE.

Seguendo manipolazioni ben note, il VELTE ottiene il seguente
sistema in due incognite f e v, funzioni delle due variabili r e 2:

8) V22 f + alr)ve + Mif, ©)=0
v + bfe  + N(f, v)=0

dove v & un parametro positivo (¢ il reciproco del numero di
RryNoLDs del problema), £ & 'operatore

o 19 22 1
f=mtimtm—

a(r) ¢ una funzione mon negativa assegnata, e b una costante
positiva. M ed N sono espressioni piuttosto complicate, che hanno
la forma di polinomio omogeneo di secondo grado nel complesso
delle seguenti variabili: f e v, derivate di f fino all’ordine 2 e di
v fino allordine 1.

Le condizioni ai limiti sono:

Q) flr,2)=f(ry, 2) =flr, 2) =15, 2) =0, wv(r,, 2) =v(r, 2)=0.

(3) Per ulferiori notizie su questo problema rimandiamo alla monogra-
fia di Lin [16].
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Si cercano soluzioni periodiche di periodo L rispetto a z: il
problema & quello di vedere se il sistema (8), per certi valori di
v e di L, possiede alfre soluzioni oltre a quella nulla. Per poter
assicurare che i termini non lineari siano a quadrato sommabile
nel rettangolo di periodicita, conviene ambientare il problema
nello spazio delle coppie di funzioni (f, v) periodiche rispetto a z
di periodo L, tali che f abbia derivate fino all’ordine 4 e v deri-
vate fino all’ordine 2, a quadrato sommabile in [r,, 7r,] [0, L],
e soddisfacenti inoltre alle condizioni ai limiti (9).

E opportuno restringere ulleriormente la classe in cui si cerca
la soluzione imponendo che f sia funzione pari e v funzione
dispari rispetto alla variabile 2.

Indicando con — § l'operatore inverso di £% con — T l’ope-
ratore inverso di £ (con le condizioni ai limiti assegnate), il problema
prende la forma:

(10) vf — Slav: + M(f, v)) =0
vo — T(bf: + NIf, v)) = 0.

Ora, il differenziale di FRECHET degli operatori quadratici
compatti SM(f, v)) ed T(N(f, v)) & nullo nel punto (0, 0): quindi si
tratta ormai di vedere se l'operatore compatto

(f, v) — (Slavs), T(bf:))

ha un autovalore positivo semplice.
Sviluppando in serie di FoURIER rispetto a z.

0 [oe] 215‘
fir, 2)= 3 fulr)senmncz, o(r, 2)= 2 vau(r)cos noz (c = -—)
n=1 n=0

si ottiene il sistema di infinite equazioni ordinarie:
: (I — (m6)%)*fu(7) = Aa(r)ncvn(z)

() — (O — (m6)*)2va(r) = Abnucfu(r)

r=1, 2 3, ..

dove & 9L = 5td7” + ;_ d—ci'_%’ e le condizioni ai limiti sono fx(r) =
=f'ur)=2(r)=0 per r =1, r=r,.

Occorre tener presente, a questo punto, che anche ¢ & un
parametro che pud essere preso in modo opportuno. Il VELTE
dimostra, ingegnosamente, che se si riesce a trovare un k==0
tale che il sistema (in due incognite):

(O — k) = dafr)kv con le condizioni
=f' —_— p— O
(12) z _ (O — ko = \kf fir)=f'(r)=0(r)

per r=7r,, r=r,
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abbia un autovalore semplice A, allora si pud fissare ¢ in modo
tale che il sistema infinito (11) abbia pure 3, come autovalore
semplice. Non sembrando possibile applicare al sistema (12)"i
metodi variazionali, il VELTE applica risultati rigunardanti la esi-
stenza di autovalori per operatori compatti di tipo positive. Su
questo punto I’esposizione del VELTE presenta qualche lacuna:
in particolare, non pare dimostrato (neppure nella bibliografia indi-
cata) il carattere positivo dell’operatore che risolve il problema
(O — k*)*f = g, con le condizioni al contorno f(r)= f(r)=0 per
r=r, ed r = r,. Tuttavia, questa proprietd sussiste, come risulta
da una dimostrazione che mi & stata comunicata da D GIorReIL

Coucludendo, il sistema (10), per opportuni valori del periodo L,
presenta una diramazione rispetto al parametro v. Risulta cosi
provata, in questi casi, la non unicita.

Mi pare che Vimportanza del risultato sia tale da giustificare
Yampiezza che abbiamo dato all’esposizione di questo esempio.

3. - Caso degli operatori-gradiente. Un’applicazione della
teoria dell’elasticita.

Il problema della diramazione prende un aspetto particolare
se lo spazio B (sempre lineare sul corpo reale) ¢ di HILBERT e
se l'operatore 4 & un operatore-gradiente. Con questo intendiamo
dire che esiste un funzionale dotato di derivata di FRECHET o’
tale che in ogni punto # si possa porre:

a'(u)(z) = (A(n) | 2).

Scriviamo allora A(u)= grad a(u); se a’(u) ha, a sua volta,
derivata di FRECHET, cioé se a ‘ha differenziale secondo in ogni
punto, questo si pud scrivere nella forma:

o (w)w)(e) = (4'(u)(w)| 2)

e, per la simmetria del differenziale secondo, si avra (4'(u)(w)|2) =
= (4'(u)(z}| w) ciod A'(u) sard necessariamente, in ogni punto wu,
un operatore simmetrico. Questa condizione di simmetria, se 4 &
definito in tutto B ed A’ & continuo, & anche sufficiente perché 4
sia un operatore-gradiente.

Per gli operatori-gradiente A (che si possono anche dire ope-
ratori variazionali) le soluzioni dell’equazione (1), per X fissato,
non sono altro che i punti stazionari (o critici) per il funzionale

1
Dy(u) = 5 Ault — a(u)
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Sull'esistenza di punti critici per funzionali di questo tipo si
conoscono numerosi risultati basati sulla ricerca di punti di mas-
simo e su altri principi pill raffinati (ci riferiamo soprattutto alla
teoria di LUSTERNIK e SCHNIRELMAN, fondata sulla nozione di
categoria di uno spazio topologico, che & stata estesa agli spazi
ad infinite dimensioni da VaINBERG [3] KRASNOSEL’SKII [2] e,
successivamente, da J. ScEWARz [17], F. BRowDER [18], ed altri).

E evidente che i teoremi i quali assicurano esistenza di
soluzioni non nulle per la (1) possono servire per provare !’esi-
stenza di punti di diramazione, quando si possa affermare, in pii,
che esiste una successione di soluzioni (An, ) con X, limitato e
x, infinitesimo. Ma, per il problema particolare che ci interessa,
& soprattutto utile il seguente teorema dovuto a KRASNOSEL’SKII,
che & di dimostrazione assai elaborata (%):

Sia A un operatore compatto, gradiente di un funzionale
uniformemente differenziabile nello spazio di HILBERT B: inoltre
A sia differenziabile secondo FRECHET nel punto 0: allora ogni
autovalore non nullo di 4(0) & un punto di diramazione per A.

Dunque nel caso degli operatori variazionali si ha una completa
giustificazione del procedimento di lineavizzazione per la ricerca
dei punti di diramazione.

Lo scopo di quanto ora esponiamo & di mettere in collegamento
questo importante risultato con alcune interessanti ricerche di
RoraE [19] [20] rivolte ad estendere agli spazi di HILBERT la teoria
di MoRrsE.

Riprendiamo la dimostrazione svolta nel n. 2: in quel caso ci
siamo serviti, come invariante di omotopia, del grado di LEeray-
ScEAUDER. Passando agli operatori-gradiente, possiamo sperare di
trovare degli invarianti di omotopia pit fini di grado di LERAX-
SceAUDER. In effefti, questi invarianti possono venire forniti
dalla teoria di MORSE.

Nel nostro caso si ha sempre 4(0) =0 quindi 0 & punto stazio-
nario del funzionale @;, per ogni A. Possiamo evidentemente
supporre che sia a(0) = 0 Possiamo anche prendere A > 0.

Indichiamo ancora con P, la sfera chiusa di B, con centro
nell’origine e raggio p, con S, la sua frontiera.

Supponiamo che, per un certo valore A del parametro, ’origine
sia un punto stazionario é¢solato in B per il funzionale ®;. Poniamo

(") Notiamo solo che la dimostrazione utilizza, fondamentalmente, la
nozione di categoria secondo LUSTERNIK e SCHNIRELMAN.
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ora, seguendo RoTHE [20]. la seguente ipotesi che diremo ipotesi
di non radialith (formulata per il valore A fissato del parametro).

Ipotesi {(NR). Esiste un g tale che in nessun punto di (P, —
— 10D ) m: dy{u) =0} u — A(u) sia parallelo ad .

Supponiamo dunque che g sia anche tale che in P, non cadano
altri punti stazionari di ¢;, oltre 0.
Preso ora un p <p, introduciamo gli insiemi

M, = |u:du)<0i ] P,
Tho={u.du) <0 NS,.

Cio posto, introduciamo con RorHE i gruppi di omologia singo-
lare vrelativa: H (M;, M) — {0{) e indichiamo con m" i corrispondenti
numeri di BETTI. Analogamente indichiamo con H,(T;) il gruppo
di omologia r-simo di T e con p~ il corrispondente numero di BETTI.

Possiamo dunque associare al punto stazionario 0, fissato J, il
multi-indice:

[m®, m}, m?, ...].
Con un procedimento di retrazione di M, — i0} su T, reso

possibile dalla ipotesi (VR), il RorHE [20] dimostra (°) che, per
ogni =2, si ha

{13) H,(M,, M) —{0})=~ H, (T)).
Dunque, per ogni =2, si ha
{14) m"=p.
Si dimostra poi direttamente la relazione
{15) . m' = p°® — 1,

Teniamo ora presente che il differenziale secondo di ®; calcolato
nel punto 0 & la forma bilineare (v, 2) — Mv | 2) — (4'(0)v | 2) = (hv —
— A'(Ow | 2). Secondo la terminologia di MorsE il punto stazionario
0 verra detto non degenere se ’operatore (AI — A'(0)) & invertibile,
ciod, nel nostro caso, se » non & anfovalore per A4°(0).

(®) In realta, la costruzione della retrazione data dal ROTHE contiene
un errore (la trasformazione indicata nel Lemma 4.2 di pag. 450 non &
continua in generale). Ma gli enunciati possono sussistere, come risultera
dal lavoro [21], di prossima pubblicazione.
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Ora, se il punto stazionario 0 non & degenere, il calcolo dei
numeri di BerrI (cfr. RoreE [20]) d& questo risultato:

(16) m =3,

essendo 8 il simbolo di KRONECKER ed essendo s il numero degli
autovalori > ) (contati con la loro molteplicita).

Notiamo che si ha in questo caso, per l’indice j di LErav-
ScHAUDER !’espressione:

{17) j=(—1)y=2(—1)m" (la verifica & immediata!).
>0

Le relazioni (14) e (15) sono importanti perché permettono di
classificare il punto stazionario 0 mediante il comportamento del
funzionale ¢, a distanza dal punto (anche se a distanza non troppo
grande).

La relazione (17), poi, dice che, nel caso che 0 sia non degenere
il multi-indice introdotto & pin1 fine dell’indice di LERAY-SCHAUDER.

Queste considerazioni permettono di dimostrare l’esistenza di
un punto di diramazione con un ragionamento che imita quello
del § 2. Supponiamo infatti che un punto A;> 0 sia autovalore
{isolato) per A’(0). Supponiamo, per assurdo, che i, non sia punto
di diramazione per A: allora esisterah un intorno di (%, 0) in
R < B dove non cadono altri punti stazionari per il funzionale
®b;, oltre i punti (A, 0). Come conseguenza, si dimostra (vd. [21])
Vesistenza di un intervallo [},, A,] contenente %, nel suo interno.
e di un numero positivo p, tali che I’ipotesi (IVR) valga per ogni
Ae[A,, A,] nella sfera di raggio g, P;. Si pud inoltre supporre, evi-
dentemente, che A, e X, non siano antovalori per A’(0). Preso un
qualsiasi p, con p <5, si pud dimostrare che gli insiemi T), = {u :
) OIS, e Thy = u: di(u) <0} (]S, sono omeomorfi. Ma
questo & assurdo perche, se fra A, e A, ¢’® un autovalore. i multi-
indici di @, e P, sono diversi, come risulta dalla formula (16).

Si ritrova cosi il teorema di KRASNOSEL’SKII, con qualche
differenza d’ipotesi riguardo alla regolarita (abbiamo bisogno, per
applicare i procedimenti tipici della teoria di MorsE, di sapere che
@, & differenziabile due volte con continuita, cioé che A & diffe-
renziabile con continuita).

La teoria dell’elasticitd presenta molti problemi non lineari di
tipo variazionale, che si possono trattare con i metodi qui esposti.
Per dare un esempio tipico, segnaliamo il seguente problema
studiato da M. S. BERGER [22], che si trova nella teoria delle pia-
stre elastiche a regime ipercritico.

29
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E dato, nell’aperto limitato. regolare O R?, il sistemn, nelle
incognite # ed f:

Alf = —
18) {Af [u, u]

Nu = NF, u]+[f, »]

dove & [f, gl = fzzgyy + fyy9zz — 2fzygzy, €d F & una funzione regolare
assegnata. Le condizioni al contorno sono:

w=0, u,=0 f=0f, =0

(con u, ed f, indichiamo le rispettive derivate normali).
Conviene ambientare il problema nello spazio W,* delle fun-

zioni che hanno derivate fino al secondo ordine a quadrato som-

mabile e che si annullano su ¢Q con le loro derivate prime. Si

pud osservare che queste funzioni sono continue in Q.

Introduciamo Voperatore di GREEN per loperatore biarmonico
A% con le condizioni al contorno prescritte. Ricavando f dalla
prima equazione, si oftiene 1’equazione:

u=NG(F, u]) — Gi[G[u, u]. u])t =2S(x)

Si riconosce facilmente che S & compatto e che & un operatore va-

riazionale (per questo & importante notare che la forma )[f [g, h]]®dx
: Q
¢ simmetrica rispetto ad f, g. h, tl)).

Il problema della diramazione & allora subito risolto com il
teorema di KRASNOSEL'SKII: per A>0 i punti di diramazione
sono tutti e soli i valori singolari (cioe i reciproci degli autovalori)
dell’operatore lineare S’(0) (differenziale di FRECHET di S nel punto
0), cioé dell’operatore v — G([F, v]) (°) In questo caso rimane
dunque giustificata la linearizzazione, cioé la riduzione del pro-
blema allo studio degli autovalori del problema:

Al =)F, v]. conov=v,=0 su Q.

4 - Conclusioni.

Vi sono altre classi di operatori compatti per cmi la ricerca

dei punti di diramazione pud essere fatta con procedimenti specia-
A ‘ .

(6) I1 BERGER arriva a dimostrare l'esistenza delle biforcazioni utilir-
zando il principio di LUSTERNIK e SCHNIRELMAN. Nel caso di un autova-
lore di molteplicita due, arriva ad affermare 'esistenza di almeno duc
rami di soluzioni non nulle.
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li, analogamente a quello che si & visto per gli operatori variazio-
nali. Citiamo gli operatori che lasciano invariato un cono in uno
spazio di BanacH; per questi rinviamo alla monografia [2].

Ma nell’analisi si presentano alfri problemi di diramazione che
sono ancora pilt lontani dal quadro che abbiamo tracciato. Citiamo
tra questi un importante problema risolto recentemente da P. K.
Rasivowirz [26]. Si tratta della ricerca delle soluzioni periodiche
con periodo 27 dell’equazione delle onde perturbata:

(19) Ut — Uzg + eFlx, £, u) =0

essendo ¢ un parametro reale ed essendo F una funzione sufficien-
temente regolare, periodica con periodo 2= rispetto a f. Le condi-
zioni al contorno imposte sono: (0, ) = u(=, {)= 0. B evidente
allora che per ¢ =0 vi sono infinite soluzioni, che compongono
una varietd lineare N nello spazio di HiLBerr H delle funzioni
periodiche con periodo 2= rispetto a { e a quadrato sommabile in
ogni campo di periodicith. Per indagare se vi siano soluzioni per
¢3=0, RaBINOWITZ imposta un problema di diramazione in questo
senso: assunta N come varieth dei parametri. si tratta di trovare
in N un punto di diramaziene, cio® un punto u, tale che in ogni
intorno di (0, %,) in R < H cada almeno una soluzione (s, ) della
(19), con ¢3=0. L’ equazione di diramazione prende la forma

(20) (Flae, &, ) |w)=0 wwel.

F
Si dimostra che, nell’ ipotesig—laz h>0 (h costante) questa ha

un'unica soluzione, a cui corrisponde un unico ramo di soluzioni
della (19), per = abbastanza piccolo.

Concludendo, possiamo notare che, mentre vi sono problemi
di diramazione nuovi e non ancora sistemati in una teoria, vi sono
problemi tipici ormai ben classificati per cui si dispone di nume-
rosi criteri. Questi criteri, peraltro, si fondono prevalentemente
sull’esistenza di autovalori per certi operatori lineari, sulla deter-
minazione della loro molteplicith, ece.; in generale, dunque, si
approda a problemi assai ardui, specialmente quando non si tratti
di operatori simmetrici. Non sono molte le classi di operatori per
cui si conoscono criteri generali di esistenza di autovalori reali.
Sembra interessante, inoltre, poter disporre di criteri che permet-
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tano di affermare che, per un operatore dipendente da parametri,
nel caso «<generico» (inteso in un certo senso), gli autovalori sono
tutti semplici.
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