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Sul rango dei fasci coerenti.

SALVATORE COEIST (Mantova)

Sunto. - Si danno condizioni perché tutte Ie spighe di un fascio coerenter

su uno spazio analitico complesso a dimensione finita, siano gen er at e
da un numero finito di sezioni globali del fascio. Si trova, cosï, sotto
certe condizioni, una formula zione forte del teorema A e si ritrovanor

come casi particolari, alcuni teoremi di Grauert e di Sprani-Villani.

Introduzione.
Sia X uno spazio analitico complesso di dimensione finita ny

a base numerabile; sia Ox ü s u o fascio strutturale ed gF sia un
fascio analitico coerente su X

Supponiamo che V{X, gF) generi per ogni x e X Ie spighe gF̂ ;.
tale è il caso in cui X è uno spazio di STEIN (Teorema A di H.
CARTA^T v. [1]). Sia r(x) il minimo numero di generatori di cFx

come 0x,a;-niodïilo e supponiamo che supr(x)<q^ q intero opportuno.
œex

Ci poniamo il seguente problema: è sufficiente un numéro-
finito di sezioni globali per generare ^ per ogni x?

In questo lavoro si dimostra che in tali ipotesi (anai in una
situazione leggermente più generale v. \3.3)) la risposta è affer-
mativa e bastano q{n -\- 1) elementi di F(X, ff) per generare Wx

per ogni x e X.
Questo teorema permette di ritrovare come casi partioolari

alcuni teoremi già noti di GRATJERT e di SORANI-VILLANI.
Panto di partenza per la mia trattazione è stato proprio il

Lemma 2.9 di SORAKI e VILLANI [5]. Mi sono state" di aiuto Ie
lezioni tenute a Pisa nelPambito dei Seminari E. Elia LevL dai
prof f. Andreotti, Salmon, Yillani negli anni accademici 1961-62*
e 1963-64.

Eingrazio i prof f, Andreotti e Yillani, i quali nei numerosi
colloqui concessimi, mi hanno dato vari utili consigli.

1. Sia X uno spazio analitico complesso (*) &x il fascio strut-
turale di X, ¥ un fascio coerente su X; indicheremo con &x la
spiga di gF nel punto x e con r^(ar) o semplicemente con r(x) quanda

(4) Gli spazi analitici che considereremo saranno tutti ridotti ed a base-
numerabile.
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db non dia luogo ad equivoci, il rango di ffœ] per rango di &x si
intende il minimo numero di generatori di ÏÏX considerato come

Chiamiamo Sî^ 1' ideale maasimale dell' anello ®x,xi allora
'•®x,x/®K'a! si identifica con il corpo C; inoltre r (x) è la dimen-
sione delPÖx^/^^aj-spazio vettoriale iFj^ïliV -' Wœ. Questa osserva-
^ione è una nbla conseguenza del lemma di NAKAYAMA.

Per ogni aperto V contenuto in X, dotiamo il C-spazio vetto-
m

riale T(V, <3x)m = © T(V, Sx) délia topologia délia convergenza uni-
i

forme sui compatti. Tale topologia è definita, al variare del com-
patto H in V, delle seminorme seguenti

(1.1) | | (^,»- , >1M)| |H= SU,p (BUp
l<i<m xe H

«e (T,,,..., -/)m)er(Y,

• Per ogni fascio coerente ¥ su X e per ogni aperto V e l , si
dota r(F, W)} di una sfcruttura di C-spazio vettoriale topologico la
cui topoLogia è caratterizzata dalle seguenti proprietà:

(̂1.2) V(V, SF) è uno spazio di FKÉGHET

(1.3) Se S è un fascio corrente su X ed è dato un morfismo di
fasci gF— Ŝ, allora la applicazione lineare indotta r(V, gr)—^r(V, §)
è continua;

41.4) le applicazioni di restrizione sono continue;

(1.5) se W è un sottofascio di 0x, allora F(F, SF), ha la topologia
della convergenza uniforme sui compatti.

L' esistenza di una topologia definita da queste proprietà di-
«cende da un teorema di H. CARTAN ([2], Appendice I); l'unicità
è assicurata dalla (1.3).

2, Sia F, munito della sua topologia naturale, la somma diretta
-di q copie di T{X, W) cioè F=V(X, gT)*.

Con Fioc) intendiamo Tinsieme delle g-uple di' sezioni globali i
cxxi germi generano Wx come Ö^cc-modulo.

(2.1) LDMMA. - Sia xeX tale che Fix)^0 allora F—Fix) è magro
e chiuso in F.
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DIMOSTRAZIONE. - Vediamo, anzitutto, che F{x) è aperto.
Sia V un aperto di STEII^ contenente x, allora si ba una suc-

cessione esatta

i ^ r) —o

dove ®fl è un opportuno fascio coerente su X ed s un opportuno
intero positivo.

Chiamiamo e, l 'i-esimo vettore unitario di T(V, Ox), cioè Si —
= (0, - (1), - 0).

(i)
La applicazione a è aperta per il teorema di BAXACH; quindi

anche 1'applicazione naturale

è surgettiva ed aperta.
Si ha il diagramma

r(V,

F

ove Ï'7 è la applicazione di restrizione.
Sia K un sottoinsieme compatto di V, tale che È s x e sia A

una costante positiva.

WA = ! ! £ a,^ ! i ^ s q 6 r(F, Ö

è un intorno aperto dell'origine in F(V, ÖSx)q, quindi VQ(WA) è un
intorno aperto delForigine in T(V, $F)q e percio

)

è un aperto di F contenente V origine.
Fissiamo /&=•(&,,..., hq)eFlx\ allora in un intorno aperto W

di cc sufficientemente piccolo, si ha

(2.2) 0(1,)= I yyfc, per

ove (yy)
Possiamo scegliere W e il compatto K precedentemente intro-

dotto in modo che K CZ Wd V.
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Per ogni (/ls ..., fq) e UA abbiaino

fj= & o^cfo) con \\\oLJt)\\K<A

e perciö au W si ottiene

Da cui, ricordando la (2.2) e sommando, ricaviamo su W

3) Î! ( S Y yo„ + 8l7>(£,, = h Y„(/> + ^) ;

è il simbolo di KKONECKER.
Indichiamo con À una costante positiva tanto piccola che si abbia

det(£

su tutto K quaudo sup |ai&(0)| = | |a i f t | |x< 5 ; che un taie ,4 esista

si prova semplicemente sviluppando il déterminante sopra indicato.

Scegliendo comunque Ie <*.jk in T(y, Sx)q purchè ||<*iA||j£<-Â, 3a

matrice (S YyaiA + §ik) è invertibile sa K.

Possiamo allora concludere, ricordando la (2.3), che se (fj,...,
fg) e Z7 ,̂ allora (&! + fi > >•*, hq + /^) genera, mediante combinazioni
lineari a coefficienti olomorfi, Ie a(sk) per l < f c < s , ma queste
ultime generano Wœ. Cosi F ^ Z D ^ u ..., fc9)•+ Z7̂  cioè ,F(a:) è aperto.

Yogliamo ora dïmostrare che F{x) è denso in F.
Sia sempre h un fissato element o di F***, sia p unL elemento

arbitrario di F e sia, infine, U un intorno di g.
Osserviamo, anzi tutto, che esiste una costante &>>0, tale che

per | X | < k sia g + lh e ü (l).
In un intorno I di se si ha

gs= S Oj-jfej
?=i

con l<j<q e con <pit e T( I, öx); ciö perché h e F{x\

(2) Bsiste, infatti, s > 0 per cui TJ z> j f e F \ p(f— flf)< e I P e r u n a certa

seminorma fondamentale p( ). Basta, allora, scegliere &=.—- .
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Quiudi su I abbiamo

Ora, det (cpj7 + ^J()(#) è un polinomio in X di grado q, perché il
coefficiente di X* è 1. Esiste, perciö, un ïeC per cui |X |<fc e
det (cpïV -j-lS^)^) =}= 0; allora, in tutto nn intorno NcZ I ai #, la
matrice (®jt + A8i() è invertibile. Possiamo, quindi, esprimere local-
mente in x Ie (Z^,..., feg) come combinazioni lineari a coefficienti
olomorfi delle (0! + M&,, ..., gg + %hg) e quindi, poichè h e Flx\ ot-
teniamo finalmente g + Xfc e J^(x), quindi Z7H ̂ <-r) 4= 0- *"

3, (3.1) TEOREMA. - Sia X uno spazio di Stein a dimensione
finita ed êF sia un fascio analitico coerente su X. Supponiamo che
esista qeN, tale che r_(as) < ^ per ogni x e X Esiste, allora, un

gr

ntimero finito' di sezioni globali di & che generano gF̂  per ogni x e X.

DIMOSTRAZIONE. - Se gF è il fascio nullo, non c' è niente da
dimostrare; per il seguito, perciö, supporemo gr 4=0.

Facciamo, dapprima, la seguente osseryazione: da ogni sistema
(^w"-j gt) ^i generatori di &„ si puö estrarre un sistema di r =
— r\_(#) generatori.

Sia, infatti, cp ; Wx —^ Wxl^P(Lx • ̂  la applicazione canonica; si è
già visto che si ha un isomorfismo di C-spazi vettoriali

Dal sistema di generatori (^f^i)j.») <!>(</«)) di ffJÇffî,,,,. • ̂  estraiamo
una base; non è restrifctivo supporre che questa sia i:\>(gx), —, ^(^r))?
usando ancora il lemma di NAKAYAMA si vede che (gx, ..., gr) è
un sistema di generatori di W^ (3).

(3) L'osservazione puö essere fatta anche senza l'uso del lemraa di
ÏÏAKAYAMA. Siano, infatti, (al5..., ar) generatori locali; su un intorno U
di x si ha per opportune o,-,., pA7- e r(Z7, (9̂ -),

da cui
(3-2) 2 ( 2 ^k^u — bki)gi = O

r
Ora ( 2 p̂ -ay,') è una matrice funzionale tXt, prodotto délie due matrici

rettangolari (p̂ 7) ed (xy,-), quindi essa ha déterminante nullo. Esistono
__ _ r

allora due indici i e k per cui 2 fc^/y 4= ̂ 7> (in tutti i punti di un in-
torno di x). Esaminando la k relazione del sistema (3.2) si deduce che Ie
sezioni gi per i^zi generano &x, il chè è assurdo.
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II teorema A assicura la esistenza di un numero finito di
sezioni globali generanti Wœ\ allora, corne conseguenza délia osser-
vazione précédente, considerando, al solito, F ed Fix) cerne in (2.1),
si ha F{œ) rjr: 0 e quindi è applicabile il lemma (2.1).

La topologia di X, essendo a base numerabile, assicura la esi-
stenza di un insieme Na numerabile di punti X, denso in X

Di conseguenza. poichè F, corne spazio di FRÉCHET, è di 2a

categoria in se ed F— [) = \J (F—Ft&!)) è di l a categoria per,

il lemma (2.1), abbiamo f| F{"> 4= 0 .

Allora esiste /*(0) = (/*0U..., f^q)sF che, per ogni xeN0 genera gFa.
Sia § il fascio le cui spighe %„ sono l'O^cc-modulo generato

dalla g-upla anzidetta nel punto x. La applicazione naturale §«"—riF»
è iniettiva, quindi § è un sottospazio di gF.

Il fascio §, essendo di tipo finito, è allora coerente. Di con-
seguenza, $v§ è pure un fascio coerente su X e quindi Y, =
— | x e X | (SF/§)̂  4= ^ I = I x € X\&* n o n è generato da f{0) \ è un sot-
toinsieme analitico chiuso di X (T. [4] pag. 87. Prop. 6).

Inoltre Y! lia ^imensione strettamente minore di quella di X,
poichè il suo complementare è un sottoinsieme ovunque denso.

Sia iV, un sottoinsieme numerabile denso di Y,; si ha [\ F

Sia f(i) = (/ii,—, fig) e fi Fix)- ^ o n g^ stessi metodi usati per
xeNx

troyare Yly mostriamo la esistenza di un sottoinsieme analitico
Y% magro in Yj e taie che per ogni xe Yx — Yt, la g-upla fœ

generi gF .̂ Si ha d im c Y2 < d i m c Yj < d i m c X
Eripetendo il procedimento ((dimcX) + l) volte, otteniamo un

insieme finito di sezioni globali su X le quali generano ffx per
ogni x e X; il numero di tali sezioni non supera ((dimcX) + i)#'

Servendoci degli stessi ragionamenti usati ora nella dimostra-
zione délia (3,1), abbiamo più precisamente:

(3.3) TEOREMA. - Siano X uno spazio analitico complesso, & un
fascio analitico \coerente su X, A un aperto di X ed Y un sotto-
insieme analitico chiuso di A. Supponiamo che

1) dimc Y = n

2) esista qe N, taie che r (y)^q per ogni y e Y

3) r(X, W) generi &y corne ox^-wiodulo, per ogni y e Y

allora esiste tin numero finito ( < q(n + 1)) di elementi di F(X,
che generano Wv per ogni y e Y,
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4. (4.1) COROLLARIO. - Sia X uno spazio analitico complesso^
Ztz.X il luogo degli zeri di un insieme di funzioni olomorfe globali
su X; si abbia dim.c(X—Z) = n\ allora. esiste un numero finito-
( ^ (w + 1)) di funzioni olomorfe su X le quali definiscono Z corner
loro luogo degli zeri.

DIMOSTRAZIONE. - Sia cJ(Z) il fascio degli ideali di Z i n Z r
allora, r^zpù) = X Ver » 6 . I — Z . Tl fatto che Z sia luogo di zeri
di funzioni olomorfe globali significa che T(Z, $(Z}) genera 3(Z)X

per ogni x e X—Z. Ritroviamo, cosï. Ie ipotesi di (3.3) con A=*
= Y=X— Z, & = $(Z) e g = l ; Ie funzioni di cui (3.3) assicura-
Pesistenza, sono quelle cercate.

Come conseguenza di (4.1) e del teorema A applicato al fascic-
3(Z), ritroviamo il seguente risultato (per cui v. GTRAUERT Math..
Ann. 131. Satz 2).

(4.2) PROPOSIZIONE. - Se X è uno spazio di Stein e Z un sottoin-
sieme analitico chiuso, d imc(X—Z) = n, allora bastano (n + 1}
funzioni olomorfe su X a definire Z come loro luogo degli zeri

Un' al tra conseguenza è espressa dal

(4.3) CoROiiLARio. - Stesse ipotesi che nella (3.1), allora T{X, $F) è
un r(X, Sx)-wiodulo finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. - E una nota applicazione del teorema IL
Siano &,,..., hp Ie sezioni di cui la (3.1) assicura Fesistenza. L'ap-
plicazione oc : Op—- W associ hi all 'i-esimo vettore unitario di ®p.
Allora a è surgettiva, perciö ker a è un fascio analitico coerente
su X e nella successione esatta

si ha H^X, ker a) — O per il teor. B.

5. Sia X una varietà analitica complessa; sia YciX un sotto-
insieme analitico; sia $(Y) il fascio di ideali dei germi di funzioni
olomorfe di X nulle su Y

Si dice che Y è regolarmente immerso in y e Y se esiste un
intorno U(y) di y e un sistema di coordinate locali tynrfw,,..., wn}
in TJ(y) taie y

Y[\ U(y)=\we U{y)\w1 = ...==w, =
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In queste condizioni, risulta subito che, in t/,

<quindi r^Y)(y)^=q-~= codimy T.

{5.1) OsSERVAZioNE. - a) Condizione necessaria e sufficiente perché
Y sia regolarmente immerso in y è che esistano f4,..., fs<
tali che

= r(y)

ove £?!,..., 2f» sono coordinate locali in un intorno di y.

b) In tal caso vale la (5.2) se e solo se (ƒ,,..., fs) è un sistema

•di generatori di of(Y)y.

D1MOSTRA.ZIONE. - La dimostrazione della b) è compresa in quella
délia a).

Consideriamo la a) : la condizione è chiaramente necessaria ;
proviamo la sufficienza.

Sia (gA,->-, Qr{y)) un sistema minimale di generatori di
Si ha, in un opportuno intorno U(y).

r(y)

con aye r{U(y), Sx); da cui

onde

Per Tipotesi rango (Xij(y)) =r(t/), quindi in un intorno di 2/ si
ha rango (ay) = r(y) e perciö Ie (g3) si esprimono come combinazioni
lineari delle (f{), Le. le (fc) sono generatori di ^(Y)^.

Poichè Ie (ƒ,) possono essere comprese in un sistema di coor-
dinate locali che non è restrittivo supporre sia (W]=fn...,

 f^r{y)^
zfr{V),

ntr(y)+\= &r(y)+i wrt = ^«), risulta che, in un intorno sufficien-
temente piccolo W(y) di y si ha

e cioè Y è regolarmente immerso.
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Si dice che un sóttoinsieme analitico chinso è una sottovarietà
di X di codimensione q, se è regolarmente immerso e di codimen-
sione q in tutti i suoi punti (4).

Si dice che una sottovarietà Y di X di codimensione q è rego-
larmente immersa per mezzo di un numero finiio di funzioni ft,

quando

Y=\xeX\f1(x) = ... fa(x) = O\ e

/0(fi»-. fs)\rangol- 1 = q per ogni y e Y.

Eitroviamo ora il già citato Lemma 2.9 di [5] pag. 440.

(5.6) COROI/LARIO (SoRANi-YiLiLiAisri). - Sia Y una sottovarietà di
codimensione q di una varietà di Stein X, dimcX—w. Allora Y
è regolarmente immerso in X per mezzo di un numero finito di
funzioni di I

ÜIMOSTRA.ZIONE. - Sapp iamo che r « c^ — q se ye Y ed r „ iy)—^

se y$Y. Dal teorema (3.1) segue che esistono s~q(n~{-ï) elementi

/*!,..., f, di T(X âf(F)) che generano &(¥)„• per ogni y e X, quindi

T = I x e X| ƒ,(») = ... = f,{x) = 0 |.

Inoltre dalla osservazione précédente segue che, per queste
funzioni, si ha

L " " ' ' \ ) =r{y) per ogni 2/ G Y.

Ciö dimostra 1' assunto.

(5.7) OSSERVAZIONE. - Procedendo in modo leggermente diverso,
la stessa conclusione si puö ottenere con s = (n — q + l)ç[ -\- 1 + n
funzioni, applicando la (3.3). Entrambi questi limiti non rappre-
sentano il minimo valore possibile di s. Se indichiamo con [m]
la parte intera del numero re aie m, si riconosce che si puö pren-

[ n -4- o~\ • fit]

2 \ se <l>2 e s < U se q = l (v. [3] teor. 9 pag. 160).
6. La seguente osservazione, valida in un qualunque punto x di

uno spazio analitico complesso X, applicata al fascio 3(Y) introdotto in
(5.1)6), generalizza quel «criterio dello jacobiano » ai punti singolari.

(4) In tali condizioni, alcuni Auto ri dicono chç Y è una sottp.varietà
regolarmente immersa di codimensione q (v. [5]).

26
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(6.1) ÖSSERVAZIONE, - Sia fF un fascio analitico coerente su X;
siano gt,..., griv) e $FX uu minimo numero di elementi di &x gene-
ranti <FX come <9x,£c-modulo: siano poi f1,..., fs sezioni locali di W

r(x)

in x e ƒ, — 2 ayflf/î allora (ft...., ft) è un sistema di generatori

locali se e solo se
rango (a^as)) — r{x).

DIMOSTRAZIONE. - Sia 'b'.&x—-&atjÇf(la:*ïïx Papplicazione cano-
nica.

Sul C-spazio vettoriale ^Fj^l^ • &x risulta

La nécessita dell'asserto è, ora, ovvia; che la condizione sia
sufficiente si deduce dal lemma di NAKAYAMA (oppure, sempli-
cementé, notando che in tutto un intorno abbastanza piccolo di x
si ha râpgo (<x#) ̂ = r(x}).

Si noti che i numeri ay(x) sono sempre uniyocamente determi-
nati dalle (ƒ,) e dalle {gj).
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