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Sul rango dei fasci coerenti.

SALvATORE CoEN (Mantova)

Sunto. - Si danno condizioni perché tutte le spighe di un fascio coerente,
su uno spazio analitico complesso a dimensione finita, siano generate
da un numero finito di sezioni globali del fascio. Si trova, cosi, sotto
certe condizioni, una formulazione forte del teorema A e si ritrovano,
come cast particolari, alcuni teoremsi di Grauert e di Sorani-Villani.

- Introduzione.

Sia X uno spazio analitico complesso di dimensione finita u,
a base n{xmerabile; sia ©x il suo fascio strutturale ed & sia un
fascio analitico coerente su X.

Supponiamo che I'(X, &) generi per ogni xe X le spighe &,;
tale & il caso in cui X & uno spazio di SreiN (Teorema A di H.
CarTaxN v. [1]). Sia r(x) il minimo numero di generatori di &,
come Ox,,-modulo e supponiamo che su?{r(x)gq, q intero opportuno.

z€

Ci poniamo il seguente problema: & sufficiente un numero
finito di sezioni globali per generare &, per ogni x?

In questo lavoro si dimostra che in tali ipotesi (anzi in una
situazione leggermente piit generale v. (3.3)) la risposta & affer-
mativa e bastano g(n + 1) elementi di (X, &) per generare &,
per ogni z e X. :

Questo teorema permette di ritrovare come casi partioolari
alcuni teoremi gis noti di GRAUERT e di SORANI-VILLANI.

Punto di partenza per la mia trattazione & stato proprio il
Lemma 2.9 di Soranxt e ViLnanNi [5]. Mi sono state di aiuto le
lezioni tenute a Pisa nell’ambito dei Seminari E. Elia Levi, dai
proff. Andreotti, Salmon, Villani negli anni accademici 1961.62
e 1963-64.

Ringrazio i proff, Andreotti e Villani, i quali nei numerosi
colloqui concessimi, mi hanno dato vari utili consigli.

1. Sia X uno spazio analitico complesso (') O il fascio strut-
turale di X, & un fascio coerente su X; indicheremo con &, la
spiga di & nel punto x e con rg(m) o semplicemente con r(x) quando

(!) Gli spazi analitici che considereremo saranno tutti ridotti ed a buse
numerabile.
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©id non dia luogo ad equivoci, il rango di &,; per rango di &, si
intende il minimo numero di generatori di &, considerato come
©Ox, a~modulo. ,

Chiamiamo 9K, I’ideale massimale dell’anello Ox,,, allora
Ox, /O, si identifica con il corpo C; inoltre r

S}_(w) ¢ la dimen-
sione dell’ Ox, x/@f(', -spazio vettoriale &,/ ,.&,. Questa osserva-
zione & una nota conseguenza del lemma di NAKAYAMA.

Per ogni aperto V contenuto in X, dotiamo il C-spazio vetto-
. m

riale T(V, Ox)" = & I'(V, Ox) della topologia della convergenza uni-
1

forme sui compatti. Tale topologia & definita, al variare del com-
patto H in V, delle seminorme seguenti

(1.1) I (’h gy M) |[H= sup (sup {nx)|)

1<i<m x€H
se (..., 1,,) € I(V, Ox)".

- Per ogni fascio coerente FsuXe per ogni aperto VC X, si
dota T(V, &), di una struttura di C-spazio vettoriale topologico la
cui topologia & caratterizzata dalle seguenti proprieta:

{1.2) I(V, &) & uno spazio di FrECHET

(1.3) Se & & un fascio corrente su- X ed & dato un morfismo di
fasci & -—§, allora la applicazione lineare indotta I'(V, §)—I(V, §)
2 continua;

{1.4) le applicazioni di restrizione sono continue;

(1.5) se & & un sottofascio di 9%, allora I'(V, §) ha la topologia
-della convergenza uniforme sui compatti.

L’ esistenza di una topologia definita da queste proprieta di-
scende da un teorema di H. Carran ([2], Appendice I); 1’unicita
& assicurata dalla (1.3).

2. Sia F, munito della sua topologia naturale, la somma diretta
di g copie di I'(X, &) cioe F=TI(X, #)°.

Con F“ intendiamo I’insieme delle g-uple di sezioni globah i
«cui germi generano &, come Ox,z-modulo.

2.1) LﬁMMA. - Sia xe X tale che F'*” == allora F— F* & magro
€ chiuso in F.
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DiMoSTRAZIONE. — Vediamo, anzitutto, che F & aperto.
Sia V un aperto-di STeIN contenente x, allora si ba una suc-
cessione esatta

0 — IV, 90— [(V, O%) > [(V, §)—0

dove 9T & un opportuno fascio coerente su X ed s un opportuno
intero positivo. :
Chiamiamo ¢, 1’4-esimo vettore unitario di T(V, O%), ciod ¢, —
=(0, - (1), - 0).
(4)
La applicazione s & aperta per il teorema di BaxacH; qumdl
anche 1’applicazione naturale

O(V, O%)1 —T(V, &)

¢ surgettiva ed aperta.
Si ha il diagramma

I(V, 0% 2~ I(V, &)

i
F

ove rv & la applicazione di restrizione.

Sia K un sottoinsieme compatto di V, tale che Ksx e sia 4
una costante positiva.

']

S
WA:HZ Eils7<qel(v OX)QI”( )”K<A*
Si=1
& un intorno aperto dell’origine in T(V, %)%, quindi ¢%(W4) & un
intorno aperto dell’origine in T(V, &)? e percid
Ua=(ri)= - o®(Wa)

¢ un aperto di F contenente 1’ origine.
Fissiamo h = (h,, ..., h,) € F'*); allora in un 1ntorno aperto W
di 2 sufficientemente picecolo, si ha

, . a
(2.2) : ae) = X y;h; per 1<<i<s
j=1

ove (y;) e D(W, @X)‘I
Possiamo scegliere W e il compatto K precedentemente mtro-
dotto in modo che KC W V.
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Per ogni (f,, ..., f,) € Ua abbiamo
8
fi = ,21 w0(e;) con  |[(ay) |k < A
=

e percid su W si ottiene

I ovufi= I vyeu0() per 1 <<i<s.
1<j<<q 1s,7;__<<.q
1=<k<ls

Da cui, ricordando la (2.2) e sommando, ricaviamo su W

s 4 q
(2.3) 2 (2 i+ Sipaley) = 2 vulfy + hy);
k=1 j=1 j=1
3;, @ il simbolo di ];RONECKER.
Indichiamo con 4 una costante positiva tanto piccola che si abbia

q ,
det (2 ;0 + 8,;) =0
j=1

su tutto K quando sup |a;,(2)| = ||a; ||k < 4; che un tale A4 esista
€K

si prova semplicemente sviluppando il determinante sopra indicato.

Scegliendo comunque le o, in I'(V, 9%)? purch ||« ||k < 4, la
matrice (_% Yii%x + 3i) @ invertibile sa K.

Possi;n;o allora concludere, ricordando la (2.3), che se (fi,..,
fo € Uz, allora (h, + f,,.., h, + f,) genera, mediante combinazioni
lineari a coefficienti olomorfi, le o(,) per 1<<k<Cs, ma queste
ultime generano &,. Cosi F‘*D(h,, ..., hy) + Uz ciod F'* & aperto.

Vogliamo ora dimostrare che F‘ & denso in F.

Sia sempre h un fissato elemento di F'®, sia g un elemento
arbitrario di F e sia, infine, U un intorno di g.

Osserviamo, anzitutto, che esiste una costante k> 0, tale che
per (A <k sia g+ Ahe U (}).

In un intorno I di « si ha

q
9= 2 ;b
t=1
con 1<<j<Iq e con ¢, e I'(l, Ox); cid perché h e F.

(?) Esiste, infatti, e >0 percui U> {fe F| p(f— g) <e| per una certa
3

seminorma fondamentale p( ). Basta, allora, scegliere k:m-
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Quindi su I abbiamo

95+ My = §1(% + 280, -

Ora, det (¢; + A8;)(®) & un polinomio in * di grado g, perché il
coefficiente di X7 & 1. Esiste, percid, un ‘e C per cui || <k e
det(w,,-{—)\ ) x):l:O allora, in tufto un intorno NI di =, la
matrice (v; + )\3,) & invertibile. Possiamo, qmndx esprimere local-
mente in x le (k,,..., h,) come combinazioni lineari a coefficienti
olomorfi delle (g, + M, , ..., g, + th) e quindi, poiche he F‘”, ot-
teniamo finalmente g 4 h € F®, quindi U[) F* 4= @.

3. (3.1) TeorEMA. - Sia X uno spazio di Stein a dimensione
finita ed & sia uwn fascio analitico coerente su X. Supponiamo che
esista g € N, tale che Vg,(x)gq per ogni x € X. Esiste, allora, un

nuwmero finito di seziont globali di & che generano &, per ogni x € X.

DiMOSTRAZIONE. - Se & & il fascio nullo, non c¢’& niente da
dimostrare; per il seguito, percid, supporemo & ==0.

Facciamo, dapprima, la seguente osservazione: da ogni sistema
(g, -y g, di generatori di &, si pud estrarre un sistema di r =
= g(x) generatori. '

Sia, infatti, ¢ ; F, — F,/9, - &, la applicazione canonica; si &
gia visto che si ha un isomorfismo di C-spazi vettoriali &,/91, -
< Ty O

Dal sistema di generatori ({(g,), ..., d(g,)) di #,/9T, &, estraiamo
* una base; non & restrittivo supporre che questa sia (4(g,), ..., $(g,);
usando ancora il lemma di Nargavama si vede che (gl,..., g,) &
un sistema di generatori di &, (3).

(3) L’osservazione pud essere fafta anche senza ’uso del lemma di
Nakavama. Siano, infatti, (a,,.., a,) generatori locali; su un intorno U
di « si ha per opportune «j;, 8;; € I'(U, Oy),

t r
a; = 2 ajgs,  gr= 2 Brjay

=1 Jj=1
da cui
(3.2) 1Bk.7°‘h —O5)g9; =0

I g

(
i

I vas

i=1
Ora (2; Brjjs) @ una matrice funzionale t><t, prodotto delle due matrici
=1
rettangolan (8x5) ed (%), quindi essa ha determinante nullo. Esistono
— r .
allora due indici 7 e k per cui -ilgzjxﬁ:i:sﬁ‘_" (in tutti i punti di un in-

torno di «). Esaminando la k relazione del sistema (3.2) si deduce che le
sezioni g; per ¢9=17 generano &, il ché & assurdo.
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Il teorema A assicura la esistenza di un numero finito di
sezioni globali generanti &,; allora, come conseguenza della osser-
vazione precedente, considerando, al solito, F' ed F'* ccme in (2.1),
si ha F* 4= e quindi & applicabile il lemma (2.1). A

La topologia di X, essendo a base numerabile, assicura la esi-
stenza di un insieme N, numerabile di punti X, denso in X.

Di conseguenza. poiché F, come spazio.di Frrcmrr, & di 2*

categoria in se ed F— [} = |J (F— F*) & di 1* categoria per,
x€Ny x€Np

il lemma (2.1), abbiamo ﬂ F@ 4= .

x€ Ny

Allora esiste f,;,=/{(fs,,-s [oq) € F' che, per ogni xz e N, genera g,,.

Sia @ il fascio le cui spighe G, sono I’ Ox,x-modulo generato
dalla g-upla anzidetta nel punto . Lia applicazione naturale §,—&,
& iniettiva, quindi § & un sottospazio di &

Il fascio @, essendo di tipo finito, & allora coerente. Di con-
seguenza, ¥;§ e pure un fascio coerente su X e quindi Y, =
={x e X|(§/8),+0l=|xe X|F, non & generato da f, ! & un sot-
toinsieme analitico chiuso di X (v. [4] pag. 87, Prop. 6).

Inoltre Y, ha dimensione strettamente minore di quella di X,
poich® il suo complementare & un sottoinsieme ovunque denso.

Sia N, un sottoinsieme numerabile denso di Y;; si ha (| F®3=@.
xe N,

Sia f,, = (f11s-y fr)€ [} F®@. Con gli stessi metodi usati per
- x€e N,

trovare Y,, mostriamo la esistenza di un sottoinsieme analitico
Y, magro in Y, e tale che per ogni xze Y, — Y,, la g-upla f,,
generi &,. 8i ha dim¢ Y, <dim¢ ¥, <dimc¢ X.

Ripetendo il procedimento ((dimc¢ X) -+ 1) volte, otteniamo un
insieme finito di sezioni globali su X le quali generano &, per
ogni x € X; il numero di tali sezioni non supera ((dim¢ X) + 1)g’

Servendoci degli stessi ragionamenti usati ora nella dimostra-
zione della (3,1), abbiamo pill precisamente:

(3.3) TEorEMA. - Siano X umno spazio analitico complesso, & un
fascio analitico lcoerente su X, A un aperto di X ed Y un sotto-
insieme analitico chiuso di A. Supponiamo che

1) dimc Y=m=n
2) ‘esista qe N, tale che r@,(y) <:q per ogni ye Y
3) I'(X, &) generi &, come Ox,y-modulo, per ogni ye Y

allora esiste un numero finito (<< g(n + 1)) di elementi di I'(X, &)
che generano &, per ogni ye Y.
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4. (4.1) CoroLLARIO. — Sia X uno spazio analitico complesso;
Z < X il luogo degli zeri di un insieme di funzioni olomorfe globali
su X; si abbia dimc (X — Z)=mn; allora. esiste un numero finito
(<< (m -+ 1)) di funzioni olomorfe su X le quali definiscono Z come
loro luogo degli zer.

DimosrrazIONE. - Sia J(Z) il fascio degli ideali di Z in X
allora, rg ,(x) =1 per xz € X — Z. 11 fatto che Z sia luogo di zeri
di funzioni olomorfe globali significa che I'(X, J(Z)) genera J(Z),
per ogni x € X — Z. Ritroviamo, cosl, le ipotesi di (3.3) con A=
=Y=X—2, §=9Z) e g=1; le funzioni di cui (3.3) assicura.
I’ esistenza, sono quelle cercate.

Come conseguenza di (4.1) e del teorema A applicato al fascio
3(Z), ritroviamo il seguente risultato (per cui v. GRAUERT. Math.
Ann. 131. Satz 2).

(4.2) ProPosIZIONE. — Se X & uno spazio di Stein e Z un sottoin-
sieme analitico chiuso, dimc(X — Z)=mn, allora bastano (n -+ 1)
funzioni olomorfe su X a definire Z come loro luogo degli zeri.

Un’altra conseguenza & espressa dal

(4.3) CororLLARIO. ~ Slesse ipolesi che mella (3.1), allora T(X, &) &
un (X, Ox)-modulo finitamente generato.

DivosTRAZIONE. - E una nota applicazione del teorema B.
Siano h,,..., h, le sezioni di cui la (3.1) assicura I’ esistenza. 1’ ap-
plicazione «: Of — & associ h; all’i-esimo vettore unitario di O~
Allora « & surgettiva, percid ker« & un fascio analitico coerente
su X e nella successione esatta

— (X, &%) — (X, &) — H'(X, ker o) —

si ha HYX, ker ) =0 per il teor. B.

5. Sia X una varietd analitica complessa; sia YC- X un sotto-
insieme analitico; sia J(Y) il fascio di ideali dei germi di funzioni
olomorfe di X nulle su Y. '

Si dice che Y & regolarmente immerso in ye Y se esiste un
intorno U(y) di y e un sistema di coordinate locali w=(w,, ..., wn})
in U(y) tale che

YN Uy =|we Uly)|w, =..=w, =0].
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In queste condizioni, risulta subito che, in y,
g(Y)c/ == ®X,y(’i’vl PR wq)

quindi rg(Y)(y) = ¢ = codim, Y.

{6.1) OssERVAzIONE. — a) Condizione necessaria e sufficiente perch?
Y sia regolarmente immerso in y & che esistano f,.., f,e 3(Y),
tali che

5.2 l-ango( 3(2 ” ” ;sn>y = r{y)

ove 2,,.., 2Zp sono coordinate locali in un intorno di y.

b) In tal caso vale la (5.2) se e solose (f,,..., f;) & un sistema
di gemneratori di J(Y),.

DiyvosrrazIONE. — Lia dimostrazione della b) & compresa in quella
della a).

Consideriamo la a): la condizione & chiaramente necessaria;
proviamo la sufficienza.

Sia (g,,..., gry)) un sistema minimale di generatori di J(Y),.

Si ha, in un opportuno intorno Ul(y),

r(y)
fi= e !JgJ
con «; € I'(U(y), Ox); da cui
af i \g) 2g;
azk ,-:1 ¥ g, 32, Y)

onde

(g(—f’—_ﬁ) = (Y ))(_(M) .
y

0(2, ’ 0ty .z”) a(zn ey 2”)

Per Vipotesi rango (x;(y)) = r(y), quindi in un intorno di y si
ha rango (x;;) = r(y) e percid le (g;) si esprimono come combinazioni
lineari delle (f;), i.e. le (f;) sono generatori di J(Y),.

Poiche le (f;) possono essere comprese in un sistema di coor-
dinate locali che non & restrittivo supporre sia (w,=f}, ..., w,,=f o)
Wr(y)41 == Br(y)+1, -+ Wn = 2,), risulta che, in un intorno sufficien-
temente piccolo W(y) di 4 si ha

YN Wiy =Imwe Wy)m =.. = w,q,=0]

e cioé Y & regolarmente immerso.
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Si dice che un sottoinsieme analitico ‘chiuso & una softovarietd
di X di codimensione ¢, se & regolarmente immerso e di codimen-
sione ¢ in tutti i suoi punti (%).

Si dice che una sottovarietd Y di X di codimensione g & rego-
larmente immersa per mezzo di un wnumero finito di funzioni f,,
o, [ € (X, O%x), quando

Y=jxeX|filx)=.. f(x) =0 e
(fl!' ) fs)

rango (a(z,, o

Ritroviamo ora il gia citato Lemma 2.9 di [5] pag. 440.

=q per ogni y e Y.

(6.6) COROLLARIO (SORANI-VILLANI). - Sia Y wuna sottovarieta di
codimensione q di una varieta di Stein X, dimc X =mn. Allora Y
& regolarmente immerso in X per mezzo di un wmumero finito di
funzioni di I'(X, Ox).
DIMOSTRAZIONE. - Sappiamo che Ty =9 8e Ye Yed rg(y)(y):l
se y(Z Y. Dal teorema (3.1) segue che esistono s = ¢(n -+ 1) elementi
fisees fp di I‘(X J(Y)) che generano J(Y), per ogni. y e X, quindi

Y={xe X|fl(lx)=..={(x)=0}.

Inoltre dalla osservazione precedente segue che, per queste
funzioni, si ha

(fla' *) fs —_ .
rango (B(zl, " )) =7(y) per ogni ye Y.

Cid dimostra 1’ assunto.

(6.7) OsSERVAZIONE. ~ Procedendo in modo leggermente diverso,
la stessa conclusione si pud ottenere con s=(n —qg+1)g+ 1+ n
funzioni, applicando la (3.3). Botrambi questi limiti non rappre-
sentano il minimo valore possibile di s. Se indichiamo con [m]
la parte intera del numero reale wme, si riconosce che si pud pren-

dere s g{ + q} se =2 e s << r—;] se =1 (v. [3] teor. 9 pag. 160).

6. La seguente osservazione, valida in un qualunque punto x di
uno spazio analitico complesso X, applicata al fascio J(Y) introdotto in
(5.1)b), generalizza quel «criterio dello jacobiano » ai punti singolari.

(4) In tali condizioni, alcuni Autori dicono che Y & una sottovarieta
regolarmente immersa di codimensione g (v. [5]).

26
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(6.1) OssERVAZIONE, — Sia & un fascio analitico coerente su X;
siano gy, ..., ¢, € #, un minimo numero di elementi di &, gene-

ranti &, come Ox,z-modulo: siano poi f,,..., f, sezioni locali di &
()

in z e fi= X «;g;; allora (f,...., f) & un sistema di generatori
. j=1

locali se e solo se

rango («;(x)) = r(x).

DIMOSTRAZIONE. - Sia ) : g, — #,/9%, - &, ’applicazione cano-
nica.
Sul C-spazio vettoriale &,/91C, - &, risulta

r{ax)
(f) = ,21 ;()d(g;) per 1<<i<Cs.
=

La necessita dell’asserto &, ora, ovvia; che la condizione sia
sufficiente si deduce dal lemma di Nakavama (oppure, sempli-
cemente, notando che in futto un intorno abbastanza piccole di x
si ha rango («;) = r(x)).

Si noti che i numeri o, (x) sono sempre univocamente determi-
nati dalle (fi) e dalle (g;).
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