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Una caratterizzazione dei generatori di funzioni coseno astratte.

G. Da PraTto - E. GiusrtI (Pisa) (*)

Sunto. - Si dé una condizione necessaria e sufficiente affinché un operatore
generi una funzione coseno in spazi di Banach.

1. Sia X uno spazio di BANACH con norma ||-|. Un’applicazione
C:t— C(t) della retta reale R nell’algebra £(X, X) () degli ope-
ratori lineari e continui su X & una «funzione coseno- [3] se
sono verificate le seguenti condizioni:

(1) C & fortemente continua
@) Cit + ') + C(t — t') = 2C(H)C(E) Vit teR
3) c0) = L.

Si dimostra [4] [I] che una tale C cresce al piul esponenzial-
mente; cioe che esiste una costante w =0 tale che

(4) )| < Mevlt .
Il generatore infinitesimale 4 di C &
() Ax = C"(0)x
ed ha dominio
(6) D(4)={x e X: C(-)xe C}R; X)i ()
A & un operatore chiuso con dominio denso in X.

La funzione coseno & connessa allo studio del problema di

(*) Lavoro svolto nell’ambito del gruppo di ricerca n° 46 del C.N.R.

(*) Salvo contrario avviso £(X, X) si supporra munito della topologia.
forte.

(3) CYR; X) & lo spazio delle funzioni su R a valori in X due volte
differenziabili con continuita nella topologia di X.
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CavcHY per I’ edua,zione delle onde astratta [1]:

d*u
@ = Anu

w(0) = u, u'(0) = v,.
Detta F la trasformata di Liaprace di C:

o]

F) =-[e—>;t0(t)dt Re)l> o
0
si ha

9) F() = \R(, A)

dove R & il risolvente di A.
In questa nota daremo una caratterizzazione del generatore
infinitesimale 4 di C, dimostrando il seguente teorema:

TroREMA. - Sia A un operatore lineare chiuso in uno spazio
di Bamach X con dominio Ds denso in X. Condizione mecessaria e
sufficiente affinche A sia generatore infinitesimale di una funzione
coseno & che, posto F(.) = AR(\*, A), esistano due costanti M >0 ed
w=>0 tali che per ogni  con Re)l>w si abbiano le maggiorazioni:

Mk!

(10) [[F®0) | < Rer —o)i-

Il seguito del lavoro sara dedicato alla dimostrazione del teorema.

2. Si vede subito che le condizioni (10) sono necessarie. Basta
infatti derivare sotto il segno di integrale la (8) e usare la (4). Si
tratta quindi di dimostrare la sufficienza. Sia allora A un opera-
tore lineare chiuso. con dominio D(4) denso in X e tale che F(}) =
= AR(X2, A) verifichi le (10). '

Osserviamo innanzitutto che A & generatore infinitesimale di

un semigruppo G di classe H(— g, g) [2]. Si ha infatti

(11) RO, 4) = %‘,‘:—” ¢

)

(3) Si sceglie la determinazione della radice in modo tale che Re) >
>0=> Re Vi>0.
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e, posto A = |)|ei® (|0] < =):

M
A A < T
(12 Jim RO, )] < 2
Poniamo ora
(13) Te=|heC:h=c+retit; 0<r <+ ool

T .
dove 6 ed ¢ sono due numeri verificanti le relazioni §<6 <™

v

ed € > —.
-~ sen® §

Sia T il cammino I'y |JT_ percorso in modo da lasciare a

ginistra 1’origine; introduciamo le funzioni ausiliare:

(14) C(t, s)= 2% [ cos V — it R, A)d:
; .

teR, s>0

b LNV
(15) Cul(t, s)= 2%: [ e~ cos (%_—)\—I') SR\, A)dx (t=0,s>0).
-

Ricordando la (12) si prova facilmente che

(16) lim Cu(t, s) = C(t, s).

Nn =0

Definiamo infine le seguenti «funzioni approssimanti»:

(nzt)k-f 1

(17) Cﬂ(t) = e_”t 1 + 2 (_ )kk 1 {k _|_ 1)|

ed osserviamo che, in virtu delle (10), si ha:

(18) || Cult|| < Meet.
Lemya 1. = Si ha Uidentita:

(19) Cu(t)G(s) = Cult, s)

DiM. - Poiché G & analitico, si ha:

(20) G(s) = %t / eMsR(\, A)dr

: T

e quindi

(21) F(n)G(s) = 2%; f neR(n?, A)R(\, A)di

r

F®m) (=0, n>w)

t=0, s> 0.
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Usando l’identith del risolvente:

1
22) Fin)Gis) = 5 f ne’? “[R(\ 4)— R(n, A))d =
T
1 ners
= 50; [ RO, A
2
essendo
els
‘[ﬁ{—j dh = 0.
T
Posto
1
(23) Fi(n, s)= mp = V_ R(A, A)dX
si ha
i EU—1F [ e
(24) B, 8) = Pj oy B A
(25) FOm)Gis) = FPm, s) + FPm, s).
Dalle (17) e (25) si ottiene
(26) Cu(t)Gis) = Lifit, 8) + Lat, s)

dove si & posto

=+ —n ( k. "
@7 Lulh, s)=e ‘% +k§°( k'(k+1)'

e, introducendo la (20) e la (24):

e—nt oo ( 2t)k els _
Lt s =0 & k!P,[(hiVX)"RO\’ A)d =

o F P, )

nv\/it

SA
! ¢ ney it R\, A)dh.

= 4
T

La tesi segue allora dalla (26).

PROPOSIZIONE 1 - Esiste C(l) = hm Cn(t) e C(-) & una funzione
continua.

Dim. - Posto
Y= | G(s)X

s>0
Y & denso in X.

(*) Le derivate sono intese rispetto alla prima variabile.
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SeyeY poniaino
Cityy = lim Cy(t)y.
1n—30

Tale limite esiste: infatti y = G(s)x pér qualche s > 0 e per
qualche x € X, per cui

Cult)yy = Cult, s)x— C(¢, s)x.
wnt

D’ altra parte || Cu(t)|| < Me"® < Meot per v, > » non appena
»n & abbastanza grande e quindi si pud porre:

(28) C(t)x = lim Cy(t)x Ve X

i—C0

Per il teorema di BanacH-STEINHATUS C(f)e £(X, X) per ogni
t=0 e ||C(})|| < Mewt (%).

La funzione C(f)x & continua per ogni x e X; infatti cid & evi-
dente se x € Y, e segue per tutti gli o e X dalla equilimitatezza
sui compatti di || C(¢)].

Abbiamo cosi costruito una funzione C(f) per { = 0. Osserviamo
che C(0) = I. Infatti & chiaro dalla dimostrazione precedente che
vale I’identita

29) C(G(s) = C(t, 9)

da cui ricordando la (14) si ottiene C(0)=1I su Y e quindi su X.
Per ¢t <0 poniamo

(30) Ct)= C(- 1.

ProrosizioNE 2. - Si ha 1 identita:
(31) CC(E+ )+ Ct —t') = 2C(F)CE)

DivM. — In virtu della (29) basterd dimostrare che
(32) Ct+t,s+s)+ Cit—t, s+s8)=2C({, s)C{, s).

Si ha

C(t, s)C\t, s') = 1 /.d [cos V—atcos V—pt'erstus x
) b, s)= @ré) P‘J e
™ T

> R(, A)R{p, 4)d\ ()

() Infatti || C(?) || << Mewit per ogni w, > w.
(®) Osserviamo che per 6 fissato la funzione C(¢, s} non dipende da =.
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dove
F/=r+1={P~E C:EJ._—_)\+1, )\EF’,

In virth dell’identityd del risolvente
;o 1 —_— —
C(t, s)C(t, s')= @ri)f fcosV—yct ens dyu.[cos\/—)\telsx
r’ T
w— A
= f cos V— X tcos VLt eMs+s)R(\, A)d)
f\

=

e la tesi segue dalle proprieta delle funzioni cos V— ) £.

Resta ora da dimostrare che la «funzione coseno» C(t) cosi
costruita ha per generatore A.

Bastera per questo dimostrare che la trasformata di LAPLACE
di C(t) & F().

Proros1zIoNE 3. — Per tutti ¢ pe C con Reu>w si ha:

«©

(33) /é—utC(t)dt — Fu).

0

Diu. - Segue, passando al limite, dall’identita

(o)
1 n? pn
—rt j—
64 fe PC"(t)dt—H+”+(M+")2F(P~+”>
0
valida per tutti i w con Re ﬂ%> w.

La (34) deriva immediatamente dalla (17) integrando per serie
ed osservando che F()) & analitica per Rel > w.
- Dopo I'invio del lavoro siamo venuti a conoscenza di un lavoro
di M. Sova (Cosine operator functions, <Rozprawy Matematyczne»
(1966)) in cui i nostri risultati sono provati con metodo diverso.
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